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Resume 



We prove a version on the formal side of Bertlielot's conjecture on the preservation of overconvergence under the 
direct image by a smooth proper morphism of varieties over a perfect field of characteristic p> 0. 
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Introduction 

Soit V un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel parfait k de caracteristique p > 0, de corps des 
fractions K de caracteristique 0. Soit bo'Y'^Yun morphisme propre et lisse de fc-varietes, i.e., de ^-schemas separes 
et de type flni. Berthelot conjectura en 1986 dans [Ber86 4.3] que I'image directe par bo du F-isocristal surconvergent 
sur y' constant, i.e la cohomologie relative rigide M.boyio^..{Y' /K), a pour faisceaux de cohomologie des F-isocristaux 
surconvergents sur Y. Cette conjecture avait ete validee par Berthelot dans le cas relevable lorsque Y est lisse (voir 
0Ber86l 4, Theoreme 5]). Plus precisement, il a verifle sa conjecture lorsqu'il existe un morphisme a : X' — » X de 
V-schemas formels propres et un ouvert ^ de X tels que fl^^(y) — > ^ soit un morphisme de V-schemas formels lisses 
relevant bo. La preuve de ce cas repose sur le theoreme de flnitude de Kiehl pour les morphismes propres en geometrie 
analytique rigide. 

Ensuite, dans IITsu03l 4], Tsuzuki a etendu cette conjecture du cas constant au cas general de la maniere suivante 
(en fait la base V peut etre plus generalement remplacee par un V-schema formel) : 



*L'auteur a beneficie du soutien du reseau europeen TMK Arithmetic Algebraic Geometry (contrat nuraero UE MRTN-CT-2003-504917). 
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soient oq : X' ^ X un morphisme propre de fc-varietes, Y un ouvert de X tel que le morphisme induit bo : Y' : = 
' (F) Y soit de plus lisse. Alors, pour tout (F-)isocristal E' sur Y' surconvergent le long de X' \ Y', les faisceaux 
de cohomologie de Maorig* {E' /K) sont des (F-)isocristaux sur Y surconvergents le long dtX\Y . 

On la nommera « conjecture de Berthelot avec coefficients ». Rappelons que lorsque X est propre, M.aQng*{E' /K) 
ne depend canoniquement que de bo et se note par consequent R/jQiig* {E' /K) . Via un theoreme de changement de base 
de la cohomologie rigide relative, Tsuzuki a valide cette conjecture dans le contexte suivant : 

soient / : ^ ? un morphisme propre de V-schemas formels separes de type fini, X un sous-schema ferme de 
la fibre speciale de T, Y un ouvert de X,X' := f^^ (X), Y' :— f^^{Y) tels que / soit lisse au voisinage de Y' et CP soit 
lisse au voisinage de Y. Dans ce cas, pour tout (F-)isocristal E' sur Y' surconvergent le long de X' \ Y' , les faisceaux 
de cohomologie de M/rig*(ii'/^) ^oi^t ^es (F-)isocristaux sur Y surconvergent le long de X \ y (voir les theoremes 
llTsu03 , 4. 1 . 1 et 4. 1 .4] de Tsuzuki). 

Plus recemment, dans le cas oil V est moderement ramifie, Etesse a valide cette conjecture de Berthelot avec 
coefficients dans le cas absolu (i.e. X est propre) si I'une des deux conditions est validee : bo est relevable sur V ou Y' 
est une intersection complete relative dans des espaces projectifs sur Y (voir [EteOSI). 

On dispose enfin de deux autres versions (I'une est plus forte que I'autre) de Shiho de cette conjecture de Berthelot 
avec coefficients (voir les deux conjectures IShiOTal 5.3 et 5.5]). Dans BShiOVbl . Shiho resout sa conjecture la plus 
faible. Enfin, lorsque b^ n'est plus forcement propre et lisse, Shiho a verifie la surcoherence generique (i.e., devient un 
isocristal surconvergent sur un ouvert dense) de la cohomologie rigide relative avec coefficients. 

Nous nous proposons d'apporterun eclairage nouveau sur ces questions via la theorie des Xl-modules arithmetiques 
construits par Berthelot. Rappelons d'abord comment la theorie des D-modules arithmetiques est reliee a la theorie 
des F-isocristaux surconvergents. 

Soit Y une fc-variete lisse. Nous beneficions d'une equivalence entre la categoric F -\i,qc^ {Y j K) des F-isocristaux 
surconvergents sur Y et la categoric F-Isoc^^(F//r) des F-isocristaux surcoherents sur Y . Les objets de la categoric 
F-Isoc^^ (y jK) sont des F-D-modules arithmetiques sur Y verifiant certaines hypotheses de finitude (voir IICar07l pour 
le cas general ou lCar06al pour le cas de la desingularisation ideale). Pour obtenir cette equivalence, nous utilisons 
le morphisme de specialisation de la fibre speciale au sens de Raynaud (I'espace analytique rigide canoniquement 
associe) d'un V-schema formel sur ce V-schema formel. En effet, ce morphisme de specialisation permet de relier 
le monde de la geometric analytique rigide dans lequel vivent les isocristaux surconvergents et celui de la geometric 
formelle dans lequel vivent les B-modules arithmetiques. Via cette equivalence, nous obtenons une « version formelle » 
de la conjecture de Berthelot. On remarquera que la version analytique rigide est a priori plus forte puisqu'elle unplique 
la version formelle par application du foncteur image directe par le morphisme de specialisation. 

Nous prouvons dans cet article une « version relative formelle » de la conjecture de Berthelot. 

Plus precisement, soient X une A:-variete et Y un ouvert de X tels que soit proprement cZ-plongeable (voir 

11.1.5b . i.e., tels qu'il existe un V-schema formel T propre et lisse, un diviseur T de f et une immersion (non ne- 
cessairement fermee) X verifiant Y = X\T . Afin de donner un sens formel a la conjecture de Berthelot, nous 
construisons dans ce papier la categoric des F-isocristaux surcoherents sur (F,^). Lorsque X est lisse, la structure 
de Frobenius n'est plus indispensable, i.e., nous pouvons de plus definir la categoric des isocristaux surcoherents sur 
Lorsque X est propre et Y est lisse, on retrouve la categoric F-Isoc^' ij jK) des F-isocristaux surcoherents sur 
F, cette categoric de coefficients ne dependant pas de la compactification propre X. 

On construit la categoric E-ri°^^^^^^{Tii^x)lK) des F-complexes surholonomes de D-modules arithmetiques sur 
(y,X) ainsi que la categoric /^-^^^^^.^(©(yx)/^:) des F-complexes surholonomes de D-modules arithmetiques sur 
dont les espaces de cohomologie sont des F-isocristaux surcoherents sur (FjX). Ces categories ne dependent 
pas a priori du choix du plongement X ^ T et du diviseur T de P. Pour verifier cette independance canonique (en 
fait, pour le cas plus aise oil X est lisse, nous n'en aurons pas besoin), nous prouvons la propriete suivante de stabilite 
de la surholonomie : pour tout morphisme / : ^ J" de V-schemas formels separes et lisses, pour tout F-complexe 
surholonome £' sur T' a support propre sur CP, I'image directe de £' par / est un F-complexe surholonome sur CP (voir 

EEl. 

Nous etablissons dans ce papier la version formelle suivante (voir 13.3.3b de la conjecture de Berthelot : soient 
(y'jX'), (y,X) deux couples de ^-varietes proprement ci-plongeables, ao ; X' — > X un morphisme propre tels que 
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Qq (Y) = Y' et tels que le morphisme induit Y' ^Y soit propre et lisse. Alors, le foncteur image directe par ao se 
factorise sous la forme : 

flO+ : F-D\^^^^{'D(ji xi)Ik) ^P-I^\m-zA'^{Y,X)lK)- 

Lorsque X et X' sont lisses, ce resultat reste valable sans structure de Frobenius (voir |2.3.TT l. 

Remerciements. Je remercie vivement Kiran Kedlaya pour une question posee lors de la conference en I'honneur 
de Gilles Christol qui m'a incitee a m'interesser a cette conjecture de Berthelot via les B-modules arithmetiques. Je 
remercie Jean- Yves Etesse pour une question analogue lors de cette meme conference. Je remercie Nobuo Tsuzuki 
pour les discussions, notamment sur la comparaison entre les versions formelles et rigides des conjectures de Berthe- 
lot, lors de son invitation a Sendai. 

Notations. Tout au long de cet article, nous garderons les notations suivantes : soit V un anneau de valuation 
discrete complet, de corps residuel parfait k des caracteristique p > 0, de corps de fractions K de caracteristique 
0, d'uniformisante %. les V-schemas formels seront notes par des lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre 
speciale par les lettres romanes correspondantes. On fixe > 1 un entier naturel et F designe la puissance s-ieme de 
I'endomorphisme de Frobenius. Les modules sont par defaut des modules a gauche. Si £ est un faisceau abelien, £q 
designera £ ®z Q- On note m un entier positif. Si / : X' ^ X est un morphisme de V-schemas formels lisses, on 
notera par des lettres droites les fibres speciales et /o : X' — > X sera le morphisme induit. Sauf mention du contraire, 
on supposera (sans nuire a la generalite) les A:-schemas reduits. En general, lorsqu'un diviseur est vide, on evite de 
I'indiquer, e.g. dans les operations cohomologiques correspondantes. 

1 Complements sur les D -modules arithmetiques 
1.1 Rappels et notations 

Nous donnons dans cette section quelques rappels sur les D-modules arithmetiques. Nous definissons aussi quelques 
categories de B-modules nous utiliserons par la suite. 

Donnons d'abord quelques precisions sur les notations que nous adopterons concernant les foncteurs image directe 
et image inverse extraordinaire. 

1.1.1 (Image inverse extraordinaire). Soient /, /' : T' ^ CP deux morphismes de V-schemas formels lisses tels que 
/o = /q. On dispose des foncteurs images inverses extraordinaires /', /'' : £'coh('^r q) ~* D'°{T)]y,, q). Via BBerOOl 
2.1.5], on beneficie de I'isomorphisme canonique de foncteurs de la forme /' /''. Ces isomorphismes verifient 
les formules de transitivite usuelles. De meme, pour m assez grand, i.e. > e/{p — 1) avec e I'indice de ramification 
de V, en designant par /('")' et /•'('")■ les foncteurs iJcoh('^lp"') ^ D°{'D^y}) images inverses extraordinaires de niveau 
m par / et /', on dispose de I'isomorphisme de la forme /('"'■ j:i{m)\ ^ j-jg j.gjg pj^^ generalement avec des 
singularites surconvergentes le long d'un diviseur) isomorphismes seront notes T. 

1.1.2 (Image directe). Soit / : T' — > T un morphisme propre de V-schemas formels lisses. Les foncteurs images 
directes par / de niveau m preservent la coherence et seront notes (s'il n'y a pas de confusion possible entre les deux) 

/i'"' ■■ ^coh(S|;"') - ^coh(^!p'^ : ^ ^hC^S)- Ces deux foncteurs commutent a - ®z Q, i.e., 

pour tout £' £ £'coh(-^!p'')' /+"'(^q) f+"\^')Q- ■^'il n'yapas de risque de confusion et pour alleger les notations, 

nous ecrirons /+ au lieu de /{"'^ Le foncteur image directe par/ sera note /+ : D^ohi'^'P') ^ ^coh(-^y)' '^^ meme avec 
des Q. Si /' : 0" — > CP est un second morphisme tel que /q — fo, on dispose de plus des isomorphismes de recollement 
/+ — > satisfaisant aux formules de transitivite usuelles. 

1.1.3 (Foncteur cohomologique local). Soit CP un V-schema formel lisse, X un sous-schema ferme de P. On notera par 
RF^ le foncteur cohomologique local defini dans IICar04l 2] (conjecturalement egal a celui defini par Berthelot). 

Lorsqu'il existe un morphisme u : X '-^ CP de V-schemas formels lisses dont la reduction induisant modulo K est 
I'immersion fermee canonique X ^ P, d'apres le dernier point de LCarOSi 1.15], RF^ — > u+u'. 
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1.1.4. Soit V : y ^ il une immersion fermee de V-schemas formels lisses. Pour tout S S D^^^^(T>y ), via un calcul en 

coordonnees locales, on obtient I'isomorphisme canonique J{''v''"''(v^"''(S)) S- Cet isomorphisme est a la base 
des procedures de recollement de ll. 21 

Par contre, on prendra garde au fait que F analogue arithmetique a niveau m constant du theoreme de Kashiwara 
est inexact. Plus precisement, un ©[^'-module coherent a support dans Y n'est pas forcement dans F image essentielle 
du foncteur v^"^^ : £'coh('^4"'') ^ ^cohC'^iT')- Cette remarque explique le pourquoi des definitions de l 1.21 

La definition et le lemme qui suivent seront commodes pour traiter la suite de ce papier, par exemple afin de definir 
les categories de F-isocristaux partiellement surconvergents. 

Definition 1.1.5. - Une ^-variete Y est « plongeable » s'il existe un V-schema formel T propre et lisse et une 
immersion Y ^ y. 

- Une A:-variete Y est « cZ-plongeable » s'il existe un V-schema formel CP propre et lisse, un diviseur T de P et une 
immersion fermee F ^ il, oil il designe Fouvert T \ T de T. 

- Un « couple de fc-varietes J-plongeable » {Y,X) est la donnee d'une ^-variete X, d'un ouvert F de X tels qu'il 
existe un V-schema formel V separe et lisse, un diviseur T de P et une immersion fermee X ^ 7 verifiant 
Y ^X\T. 

- Un « couple de A;-varietes proprement ^^-plongeable » {Y,X) est la donnee d'une A;-variete X, d'un ouvert F de X 
tels qu'il existe un V-schema formel CP propre et lisse, un diviseur T de P et une immersion (non necessairement 
fermee) X^y verifiant Y=X\T. 

- Soient {Y,X) deux couples de ^-varietes li-plongeables (resp. proprement t/-plongeables). Un mor- 
phisme oq : {Y' ,X') {Y,X) de couples de A:-varietes cZ-plongeables (resp. de couples de A;-varietes propre- 
ment c/-plongeables) est un morphisme de ^-varietes (encore note par abus de notation) aq : X' X tel que 
Y' C Aq '(y). Le morphisme oq : {Y' ,X') — > iY,X) est propre lorsque le morphisme sous-jacent X' ^ X est 
propre. 

Lemme 1.1.6. Soit aq (^'',^0 (Y,X) un morphisme de couples de k-varietes proprement d-plongeables. II existe 
alors un diagramme commutatif de la forme : 

(LL6.1) 




OM / est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels propres et lisses, uq et u'q sont des immersions fermees, 
y ( resp. y') est un ouvert de y ( resp. CP'j et tels qu 'il existe un diviseur T de P ( resp. un diviseur T' de P') verifiant 
Y=X\f (resp. Y' ^X'\ f') et f' D f'\f). 

- Si Y' = ' (y) alors on peut choisir de plus T' = f^^ (T). 

- Si AO est propre, le diagramme de droite de \1.1.6J\ peut alors etre choisi cartesien. 

Demonstration. Soit CP un V-schema formel propre et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une immersion X ^ CP 
induisant I'egaUte Y — X\ T .On procede de meme avec des primes. Posons CP" := CP x CP', : CP" — > CP et ^ : CP" CP' 
les projections canoniques, T" := cf^^{T') U^^'(r). On dispose de I'immersion canonique X' ^ CP" induite par le 
graphe de aq et les immersions X ^ CP, X' ^ CP'. Comme Y' =X'\ T" , quitte a remplacer CP' par CP" et T' par T" , 
on peut supposer qu'il existe un morphisme / : CP' ^ CP propre, lisse, prolongeant aq et tel que T' D f^^{T). Soit CP 
un ouvert de CP contenant X tel que I'immersion X ^ CP canoniquement induite soit fermee. Comme /^^ (CP) D X', il 
existe un ouvert CP' inclus dans (CP) contenant X' tel que I'immersion induite X' ^ CP' soit fermee. Ainsi, / induit 
le morphisme / : CP' ^ CP. 

-Lorsque Y' — Aq ' (7), comme Y' =X'\ (/^' (T)), alors on peut choisir T' = f^^{T). 

-Enfin, lorsque aq est propre, le morphisme X' ^ CP I'est aussi. Comme le morphisme (CP) — > CP induit par / est 
propre, il en resulte que I'immersion X' ^ (CP) est fermee. Dans ce cas CP' peut etre choisi egal a (CP). 
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□ 



Nous verrons dans les prochains chapitres que les categories definies ci-dessous dans 11.1.71 et 11.1.81 sont sous 
certaines conditions independants des choix faits. 

Notations 1.1.7. Soient J* un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P, X un sous-schema ferme de P, 
il I'ouvert de 7 complementaire de T. On suppose que Y :— X \ T est un ^-schema lisse. Notons que comme Y est 
lisse, on dispose du foncteur canonique pleinement fidele spy^y ^ de la categorie {F-)lsoc{Y /K) des (F-)isocristaux 
convergents sur Y dans celle des 2)^ ^^-m odules surcoherents (et meme surholonomes d'apres |2.1.6t a support dans Y 
(voir [Car05 1 ou la description de ll.l ISl dans le cas particulier oil le diviseur est vide). 

- Nousavons definidans IICar06al 6.2.1] la categorie (F-)Isoc^^(J', T,X/K) des (F-)X'3p(^r)Q-modules coherents 
a support dans X tels que £ et II)r(£) soient Djp(^r)Q-surcoherents et £|il soit dans I'image essentielle de 
^Py^u+- Le foncteur Dj- designe le foncteur dual 2)^ (^r)Q-lineaire au sens de Virrion (e.g. voir MVirOOII ). 
Grace a ICTOSil . un element de F-lsoc^'^'J' ,T ,X / K) est aussi un F-2)y ^-module surholonome. Remarquons 
que sa preuve necessite des modules munis d'une structure de Frobenius. Cette structure de Frobenius est utilisee 
notamment dans fCar06a 6.3.1] ou l2.1.8l (pour le cas oil X est non lisse). 

- On note {F-)D^^^^^^{7',T,X /K) la sous-categorie pleine de {F-)D^^^^{'DI,(^T)q) des (F-)complexes dont les 
espaces de cohomologie appartiennent a (F-)lsoc^^(CP, T,X/K). 

Lorsque T est vide, on notera plutot {F-)D^y{7',X /K) au lieu de {F-)D^^,^^^{'J',X /K) (rappelons que Ton n'in- 
dique pas T lorsqu'il est vide). 

Notations 1.1.8. Soient T un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P, X un sous-schema ferme de P. 

• On note {F-)Coh{X, T, T), la categorie des (F-)X)y (^r)Q-modules coherents a support dans X. 

• On note {F-)D^^^^{'J',T,X /K) la sous-categorie pleine de {F-)D^^y^{T)lp(^T)Q) des (F-)complexes a support dans 

X. 

• Pour la notion de surholonomie, on se reportera a ICarOSII . On notera {F-)Smhol{'J',T,X /K) la categorie des 
(F-)'Djp Q-modules surholonomes £ a support dans X tels que le morphisme canonique £ E(^T) soit un isomor- 
phisme. 

• On designe par {F-)D^^^^^^^{'Dj, q) la sous-categorie pleine de {F-)D^{Dtp q) des (F-)complexes surholonomes. 

• On dispose du foncteur extension ^T) = 2)5,(1^)0 0^+^ ^ - : {F-)D^^^^^{Vl,^Q,) {F-)D^^^^^{vI,Ct)q). On 

note (■F-)£'surhoi('^y (^^)q) 1^ sous-categorie pleine de {F-)D^^^^^^i{Dy q) des (F-)complexes £ tels que le morphisme 
£ £(^r) canonique de {F-)D^{D}p q) soit un isomorphisme. 

• On note iF-)D^^^^^^^{'J', T,X/K) la sous-categorie pleine de {F-)D^^^^^^^{Dy{^T)Q) des (F-)complexes a support 
dans X. 

• Lorsque le diviseur T est vide, on omet de I'indiquer dans les precedentes categories. 

Remarques 1.1.9. - Avec les notations de ll. 1.81 la categorie (■F-)£'suihoi('^a'(^-^)Q) canoniquement equiva- 

lente a la sous-categorie pleine de {F -)D\^^^{'D'^y(' T)q) des (F-)complexes3'telsqueoMfo7'(5') e (F-)D5^j.j,q[('D5, q), 
oil oubj est le foncteur oubli canonique [F -)D^ {'D]p(' T)q) {F-)D^{'D]p q). 

Demonstration. Notons {F-)€ cette seconde categorie. Pour tout objet £ de {F -)D^^^_^^^^{T)lp{^ T)q), on obtient 
par definition I'isomorphisme £ £(^r). D'oil : oubj{E{' T)) £ (■f'-)^surhoi('^y q)- foncteur (' T) induit 
alors la factorisation : {'T) : (/^-)£>surhoi(2^y(' 7^)0) ^ (^-)^- 

D'un autre cote, soit 3^ un objet de {F-)(^. Comme 3^ est I)y(^r)Q-coherent et oubriS^) est (en particulier) 
Q-coherent, on deduit de l|Ber96l 4.3.12] que le morphisme canonique oubriS') ('T){oubT{'J)) est un 

isomorphisme. On obtient ainsi la factorisation : oubj '■ — * (■^")^surhoi(-^3'(^-^)Q)- 

En fait, nous avons verifies que les foncteurs oubj et (^T) induisent alors les equivalences quasi-inverses : 

oubT : {F-)<L^iF-)Dl^a^lCTh) et ^T) : {F-)Dl,a%Cm = 

□ 

- II resulte du premier point que (F -)D^^^^^^^{'J' , T,X/K) est une sous-categorie pleine de {F-)D^^^^{'J', T,X /K). 
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1.1.10 (Theoreme de Berthelot-Kashiwara). La version arithmetique due a Berthelot du theoreme de Kashiwara s'ecrit 
de la fa9on suivante (les versions surholonomes s'en deduisent de maniere immediate) : soient u : X^T une immer- 
sion fermee de V-schemas formels lisses, T un diviseur de X tel que T DX soit un diviseur de X. 

1. Pour tout 'Dj(^r)Q-module coherent £ a support dans X, pour tout 'D^(^rnZ)Q-module coherent 3^, pour tout 
entier ; ^ 0, Jf-'M+(£) = et WuiJ) = 0. 

2. Les foncteurs m+ et u' induisent des equivalences quasi-inverses entre la categoric des (F-)'Dj,(^r)Q-modules 
coherents a support dans X et celle des (F-)'D^(^r nX)Q-modules coherents (resp. entre {F-)D^^^^{'J', T,X/K) 
et {F-)D^^^^{X,TnX,X/K), resp. entre (F-)Surhol(J', r,X//:) et {F-)Smhol{X,T nX,X/K), resp. entre les 
categories iF-)Dl^^JV,T,X /K) et iF-)Dl^^jX,T nX ,X /K)). 

Nous etudierons dans les prochains chapitres (e.g. l3.2.2] i une variante relative de I'independance (par rapport a une 
compactification propre choisie et a son immersion dans un V-schema formel propre et lisse) 

-des categories de complexes de D-modules arithmetiques sur une A'-variete (voir lLLTTl et lLLTSb . 
-ainsi que des operations cohomologiques aux niveaux des ^-varietes (voir lLLTSl l. 

Dans le cas relatif, il s'agira de considerer des morphismes de couple de ^-varietes proprement ^^-plongeables. 
Pour memoire, rappelons ces independances dans le cas absolu (i.e. la compactification partielle X deY est propre). 

Definition 1.1.11. Soient Y une A;-variete plongeable (voir lLLSl l. Choisissons J* un V-schema formel propre et Usse, 
X et r deux sous-schemas fermes de P tels que Y ^X\T. 

La categoric {F-)D^^^^^^i{Dy/k) designe la sous-categorie pleine de (■P'-)£'surhoi(-^a' q) f -complexes £ a sup- 
port dans X tels que £ £(^r). Cette categoric ne depend canoniquement pas du choix du plongement F ^ T ni 
de X et r (voir |Car08 , 4.18]). Elle correspond done canoniquement a des coefficients sur Y/K. Si aucune confusion 
n'est a craindre concernant la base V, on pourra omettre d'indiquer/T en la notant ^^-£'surhoi(^5')- 

1.1.12 (Independance de la compactification : cas absolu). Soient Y une A;-variete cZ-plongeable (voir lLLST l. Choisis- 
sons y un V-schema formel propre et lisse, X un sous-schema ferme de P, T un diviseur de P tels que Y —X\T. 

• Comme 7 est propre, d'apres LCarOS I, la categoric F-Smhol{'J',T,X /K) ne depend pas des choix faits mais 
seulement de Y (et de V fixe des le depart). On la note alors sans ambiguite F-Smhol{Y/K). Ses objets sont les 
F-Dy-modules arithmetiques surholonomes. 

• Supposons a present que Y soit de plus lisse. Comme T est propre, la categoric F-\s.oc'\yj,X/K) ne depend 
que de Y . On la note done sans ambiguite F-Isoc'^(F//r) (voir IICar06al ). Ses objets sont les F-isocristaux surcohe- 
rents sur Y. 

1.1.13. On reprend les notations de ll.l.l2] et on suppose Y lisse. 

- D'apres [|Car07l 2.3.1], on dispose de I'equivalence de categories spy^ ■ F-lsoc^ {Y /K) = F-lsoc^^ (Y /K), ou 
F-lsoc^{Y /K) designe la categoric des F-isocristaux surconvergents sur Y. 

On a deduit de cette equivalence de categories que la categoric F-lsoc'\'J',T,X/K) est egale a la categoric 
des F-By (^r)Q-modules surcoherents £ a support dans X tels que £|il soit associe a un isocristal convergent 
sur Y, i.e., soit dans I'image essentielle de spy^^^ (voir IICar07l 2.3.2]). En d'autres termes, I'hypothese 

que D7'(£) soit Dg,(^r)Q-surcoherent est superflue (lorsque CP est propre) dans la definition des objets de 
F-lsoc^\'T',T,X /K). Cette caracterisation de F-lsoc^^CP^T^X /K) nous a permis de devisser les F-complexes 
surcoherents en F-isocristaux surconvergents (voir [ Car07l 3.1.2]). Grace a |CT08|, cela implique que (dans le 
cas absolu avec structure de Frobenius), les F-complexes surcoherents sont en fait surholonomes. 

- D'apres fCTOSl, on dispose de I'inclusion : F-lsoc'^ {Y /K) C F-Surhol(7/A'). Ce resultat est une consequence 
du theoreme de reduction semi-stable de Kedlaya (voir |Ked07 , KedOSi iKedal iKe db I). Rappelons que, dans le 
cas des F-isocristaux surconvergents unites, ce theoreme de la reduction semi-stable fut verifier par Tsuzuki 
(voir frsu02l). 

- Tous ces resultats se generalise et restent valables pour toute ^-variete lisse Y : il s'agit de proceder par recolle- 
ment (voir nCar07l et lICTOSi ). 

Remarques LL14. • Soit Y une A:-variete t/-plongeable. On beneficie alors, pour tout entier I, du foncteur canonique 
^' ■■ F-D\^^^^,{Vy,K)^F-Smho\{Y/K). 
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En effet, soit CP un V-schema formel propre et lisse, T un diviseur de P et X un sous-schema ferme de P tels que 
Y =X\T. Alors, d'apres 13.1.21 pour tout £ G ^'-£'surhoi('^i'/^)' ^st un F-Dlp ^-module surholonome a support 

dansXettel que3<'(£) ^ 'K'(t)(^T). 

• On remarquera dans le precedent point que le fait que T soit un diviseur est indispensable pour obtenir la 
commutation i^T) o 3-C' Jf' o i^T). Si Y est seulement une ^-variete plongeable, non seulement la categoric 
F-Surhol(y//r) n'est pas a priori bien definie (i.e. depend a priori des choix faits et ne depend que de Y) mais 
en plus, on ne dispose pas de la factorisation !K' : F -D'l^^^^^y{'DY j k) F-Surhol(CP, Par exemple, si CP est 
un V-schema formel propre et lisse, si T est un sous-schema lisse de codimension 2 dans P et si F = P \ T, alors 
Oj(tr)Q e P-Z)Lhoi(2^F/if) mais 5{0(Oy(tr)Q) = Oy^Q ^P-Surhol(T,r,P//:). 

1.1.15 (Images directes, images inverses : cas absolu). Soit bd : Y' ~* Y \m morphisme de ^-varietes plongeables 
respectivement dans des V-schemas formels propres et lisses T et T'. Quitte a remplacer par T' x CP, on peut 
supposer que bo se prolonge en un morphisme propre et lisse / : CP' ^ CP. 

- Onbeneficie du foncteur image directepar le morphisme de fc-varietes b^ que Ton note b^^ : F-D\^^^^y{'DYi /k) ^ 
^"^suihoi(^i'/f ) (voir BCarOSI ). Le foncteur bo+ est defini en posant bo+ ■= f+ (on verifie que cela ne depend 
pas du choix du prolongement /). 

- On beneficie du foncteur image inverse extraordinaire par le morphisme de A:-varietes bo que Ton note b^ : 
^'^^mhoiC^Y/K) ^ ^'^^mhoiC^Y' /k) (voir flCarOSI ). Pai- definition, si X' et T' sont des sous-schemas fermes de 
P' tels que Y' ^X'\ T', alors b^ = Mr]., o (tr') o f. 

Si Y' est un ouvert de Y, pour tout £ G F-D^^j.^^^i{T>y/k)^ on pose £.\Y' = feo(£). 

Nous donnerons dans la section [L2] une variante de niveau m (fixe) des procedes de recollement de BCarOSI 2.5]. 
Comme nous procederons par analogic et comme nous utihserons aussi le cas ou le niveau n'est pas fixe, rappelons 
quelques points de ces procedes de recollement. 

1.1.16 (Recollement : cas de la compactification partielle lisse). Soient X une A;-variete lisse et Y un ouvert dense de 
X tels que {Y,X) soit li-plongeable (11.1.5b . Choisissons CP un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P tels 
qu'il existe une immersion fermee X ^ CP induisant I'egalite Y —X\T. 

D'apres IICar05l 2.5.4], la categoric {F-)Coh{X, CP, T) (voir 1 1 . 1 .St est canoniquement isomorphe a la categoric 
{F-)Coh{X , (Xa)aGA7 T nX) definie de la maniere suivante : fixons (CPa)aGA un recouvrement d'ouverts de CP. On 
note CPap := CPa n CPp, CPapy CPa n CPp n CPy, : = X nPa, ^ap := nXp et Xa^y i^XaDX^ DXy. On suppose de plus 
que pour tout a G A, est affine (par exemple lorsque le recouvrement (CPa)fxGA est affine). Comme P est separe, 
pour tous a, P, Y G A, X^^ et X^py sont done affines. 

Pour tout triplet (a, P, y) G A^, choisissons Xa (resp. Xap, Xorpy) des V-schemas formels lisses relevant Xa (resp. 

^aP' ^apy)' Pi '■ -^ap ~* (resp. P2 '■ X^p Xp) des relevements de X„p Xa (resp. X^p — > ^p). Rappelons que 
grace a EMk ( BElk73l de tels relevements existent bien. 

De meme, pour tout triplet (a, P, y) G A^, on choisit des relevements /j"!^ : Xapy — > Xap, pjp '■ Xapy — > Xpy, p'^p : 
cxBy 0!<By ccBy 

-Eapy ~^ ■^ay^ Pi ■ ^a^y ~^ ^a, P2 ■ ^a^y ^ ^p' P3 ■ ^a^y ^ ^y induisant les morphismes canoniques au niveau 

des fibres speciales. 

Definition 1.1.17. Avec les notations de ll. 1.161 pour tout a G A, donnons-nous £a, un 2)^^(^rnXa)Q-module cohe- 
rent. 

• Une donnee de recollement sur (£a)aGA est la donnee pour tous a, p G A d'un isomorphisme 2)^ ^ ^ T r\Xgjf,)iQ- 
lineaire 9o,p : p^^'{£-p) — ^ p'i^\^a)^ ceux-ci verifiant la condition de cocycle : Q^f^ = G^^^oQ"!"'', oti 0"f^, Gjf^ et 
9^3 ^ sont definis par les diagrammes commutatifs 

pfpfih) Pf'\h) (£y) Pf'\^) Pt^'pfi^y) pT\^y) d-l-l^-D 

Pl2 Pi (,c.aj ^ ^ Pi (,Caj, P23 Pi (tpj ~ " P2 l^-pJ' Pl3 Pi (.c-aj ^ " Pi (Oa), 
oh les isomorphismes de la forme T designe les isomorphismes canoniques de recollement (voir ll.l.TT l. 
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• On constmit la categorie (F-)Coh(X, {Xa)aeA,T nX /K) (resp. (F-)Isoc"(X, {3ia)aeA,T nX /K)) de la ma- 
niere suivante : 

- un objet est une famille {£.a)aeA de (F-)I'^^(^r nXa)Q-modules coherents (resp. de {F-)D^j^^{^T CiXajq- 
modules coherents, OxaCT nXa)Q-coherents) munie d'une donnee de recoUement (9or|3)a,|3GA ; 

- un morphisme ((£a)aGA, (9a|3)a,pGA) ^ ((£a)aGA, (9a|5)a,PGA) ^st une famille de morphismes /a : £a ^ 
commutant aux donnees de recoUement, i.e., telle que le diagramme suivant soit commutatif : 

pf{£^)^pfiea) (1.1.17.2) 

hfi.fy\, \pfifa) 
Pi (.^pi^T^/'i (Sa). 

• Lorsque le diviseur T est vide, on omet comme d'habitude de I'indiquer. De plus, on note {F-)lsoc{X , {Xa)a€A/K) 
au lieu de {F-)lsoc»{X, iXa)aeA/K). 

1.1.18. • Nous gardons les notations de ll. 1.171 D'apres la preuve de 0CarO5l 2.5.4], on dispose des deux foncteurs 
quasi-inverses canoniques 

Loc ■.Coh{X,'?J/K)~^Coh{X, {Xa)aeA,T nX /K), (1.1.18.1) 
^ecol : Coh{X, {Xa)aGA,T nX/K) ^Coh{X,?J /K), (1.1.18.2) 

dont les constructions sont analogues a celles que Ton donnera au niveau m dans ll.2.4l et ll.2.5l 

• La categorie {F-)lsoc^{Y,X/K) des (F-)isocristaux surconvergents sur {Y,X) est canoniquement equivalente 
a (F-)Isoc^^(X, {Xa)aeA, T C]X /K). En composant cette equivalence avec le foncteur "Recol de 1 1 . 1 . 1 8T21 on obtient 
alors le foncteur pleinement fidele ^\>x^y t + '■ {F-)lsoc^ {Y,X /K) Coh{X ,7,T /K) (voir |Car05, 2.5]). Grace a 
OCar06al 6.1.4], on verifie que son image essentielle est egale a {F-)lsoc^''^{'S',T,X/K) (notations de ll. 1.7b . 



1.2 RecoUement de niveau m sur les fc-varietes lisses plongeables 

Nous reprenons dans cette section les constructions de ll.l.l7l et ll.l.l8l en les adaptant au cas des D-modules arith- 
metiques de niveau m (et en oubliant les diviseurs). 

Nous garderons de plus les notations suivantes : on se donne il un V-schema formel separe et lisse, Y un sous- 
schema ferme lisse de U et vq '■ Y ^ U I'inclusion canonique. On fixe (ila)aGA un recouvrement d'ouverts de ii. On 
note alors : = ila fl ilp, !dapy : = ila n Up n ity, J'a : = J' n f/a, J'ap : = n Fp et Y^^y : = Fa n Fp n Fy. On suppose de 
plus que pour tout a £ A, Fa soit affine. Comme U est separe, pour tous a, P, y G A, Fap et Fapy sont alors affines. 

Pour tout triplet (a, P, y) G A^, choisissons ^a (resp. ^ap^ ^apy) des V-schemas formels lisses relevant Fa (resp. 

Ya^, Fapy). Solent p""^ : Vap ^ (resp. p"*^ : Uap ^ ^ip) des relevements de Fap Fa (resp. Fap Fp). De meme, 

pour tout triplet (a, p, y) e A^, on choisit des relevements p"!^ : ^a^y ^ ^ap. P2P ■ ^apy ^ ^Py p'lP • ^aPy ~^ ^ay, 

Pl ■ ^apy ^ya,P2 ' ^apy l^p. P3 ■ ^a^y ^ % Va'-^a^ ^a, Vap : ^ap '-^ ilap et Vapy : ^aPy ^ ilapy induisant 
les morphismes canoniques au niveau des fibres speciales. Tous ces relevements seront supposes fixes par la suite. 

Definition 1.2.1. Pour tout a G A, donnons-nous £a, un Dy"^'-module coherent. On appelle donnee de recoUement 

sur (£a)aGA> la donnee pour tous a, p G A d'un isomorphisme Dy™^p-lineaire 9ap : /'"'^'(Sp) —-^ p'i^\^a), ceux-ci 

verifiant la condition de cocycle : G^j^ = Q^^^ oQ^'^, oil G"!^, G^f^ et G"3^ sont definis par les diagrammes commutatifs 
analogues a ll. 1.17.1] 

Definition 1.2.2. a) On construit la categorie Coh^'"'(F, i^ajaeA/^) de la maniere suivante : 

- un objet est une famille (£a)aeA de D|^™^-modules coherents £a munie d'une donnee de recoUement (Gap)a.pGA^ 

- un morphisme ((£a)aGA, (9ap)a,pGA) ^ ((£a)oieA7 (9ap)a,PGA) ™^ famill e de morp hismes /a : £a ^ £a 
commutant aux donnees de recoUement, i.e., telle que le diagramme analogue a ll. 1.17.21 soit commutatif. 
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b) On designe par Cris^"'' {Y, {ya)aeA/'V) la sous-categorie pleine de Coh'™-* {Y, {'^a)aeA/^) des families (£a)aGA 
de 2)|j'^''-modules coherents topologiquement quasi-nilpotents £«, coherents sur Oy„. 

Definition 1.2.3. On designe par Coh("''(F,il/V) (resp. Cris("')(F,il/V)) la categorie des ©l^"'^ -modules coherents J 
a support dans Y tels que, pour tout a G A, il existe un Dy"^'-module coherent (resp. un By^'-module coherent 
topologiquement quasi-nilpotent £« coherent sur Oy„) et un isomorphisme D|^^^-lineaire : Va+(£a) — > ?|5Ia. 

1.2.4. On construit le foncteur £oc('") : Coh('")(y,il/V) ^ Coh('")(y, {])a)aeA/V) de la fa9on suivante : soit £ un 
Dj["'-module coherent appartenant a Coh (7,11/ V). Pour tout a £ A, il existe un I)y™^-module coherent £a tel 
que Voi+(£a) £|-Ua- Or, on dispose de 1' isomorphisme canonique K^v'^ova+{£-a) £a (voir 11.1. 4l i. II en 
resulte que 5{''vfj(£|ila) est un By^'-module coherent. On definit alors I'isomorphisme G^p : P2'^ -K''vp(£|il|5) — > 
/7^'^ !K''vfj(£|ila), comme etant I'unique fleche rendant commutatif le diagramme suivant 

pf:K%lm^) 5f'\':,p((£|ilp)|il„p) (1.2.4.1) 

Y^ap II 

oil les isomorphismes horizontaux sont bien definis car les foncteurs p'^^' et /j"'^' sont exactes (car p"'^ et p"'^ sont 
des immersions ouvertes). Comme lors de la preuve de BCarOSI 2.5.4], on verifie alors que le foncteur HoA'"^ est bien 
defini en posant 

£oc('")(£) ((?{%;,(£ |Hoc))aeA, (e„p)„.peA). (1.2.4.2) 
On dispose en outre de la factorisation (notee abusivement) iLoc*'") : Cris("'^(F,il/V) Cris("')(y, (ya)aGA/V). 

1.2.5. Soit ((£a)aGA, (9ap)a,pGA) G Coh^'"' (F, f^rvlf.gA /V). Comme dans la preuve de IICar05l 2.5.41. on verifie que la 
famille {va+{£-a))aeA se recolle en un ©^"'-module coherent a support dans Y. On obtient ainsi le foncteur canonique : 

Jleco&"^ : Coh^'"\Y, (y„)„eA/V) ^ Coh('")(y,il/V). 

On dispose en outre de la factorisation (notee abusivement) Jlecol^'"^ : Cris('")(F, {'^a)aeA/^) ^ Cris('")(y,il/V). 

1.2.6. De maniere analogue a la preuve de 0CarO5l 2.5.4] (qui est la version analogue en rempla9ant « (m) » par « t »), 
on verifie que les deux foncteurs Loc^'"^ et Jiecol^'"^ induisent des equivalences quasi inverses entre les categories 
Coh(")(y,il/V) etCoh(")(>', {ya)aeA/V) (resp. Cris^'") (y,U/V) et Cris('«)(y, (ya)aGA/V)). 

Remarquons que, comme 1' analogue arithmetique a niveau m constant du theoreme de Kashiwara est inexact (e.g., 
voir ll.l.4] i. dans la definition de Coh''"^(y,U/V) ou Cris^'"'(y,il/V) le fait que par hypothese £|ila soit dans I'image 
essentielle de Va+ est necessaire. 

1.2.7. Designons par Coh(I)|f' ^) la categorie des Dy"^-modules coherents, de meme en remplagant Y par U. On 

beneficie du foncteur - ®v/fc : Coh('")(y,il/V) Coh(D|;"'). 

Deplus, soit ((£a)aGA, (9a|3)a,pGA) ^ Coh''"' (y, {ya)aeA/'^)- En identifiant "D^'^ iS)vket fy^'', onremarque alors 
que la famille (9o,p (g)v ^)a,pGA ^st une donnee de recollement (au sens topologique usuel) de la famille (£ci (X)v k)aeA- 

On obtient par recollement un By^^-module coherent. Ainsi, on dispose du foncteur (note de fa9on legerement abusive) 

— (g)v^ : Coh'"''(y, (ya)aeA/^) ^ Coh('D|!"'). On dispose alors du diagramme commutatif a isomorphisme canonique 
pres de foncteurs : 

Coh('")(y, (y„)„eA/v)^^ CohW(y,ii/v) (1.2.7.1) 



Coh(D<")) -Coh(D|f'). 

On dispose de meme du diagramme analogue a ll.2.7.1l en remplafant dans la premiere ligne « Coh » par « Cris ». 



9 



1.2.8. 1. On consti-uit la categoric Coh('"'(F, {^a)aehlK) dc manierc analogue a Coh("''(F, (ya)aGA/V) (voir 
11.2.2b en rempla9ant la notion de « Dy™'-module coherent » par celle de « I)y™^Q-modules coherents ». Le fonc- 
teur - ®z Q induit de cette fa9on le suivant - ®z Q : Coh*'"' (F, (ya)aGA/V) ^ Coh^'") (F, {'^a)aeKlK). 

2. On definit Coh^'"' (F,H//r) la categorie des X)||"Q-modules coherents £ a support dans Y tel qu'il existe un 
element £ G Coh'"^(y,il/V) (voir ll.2.3T l et un isomorphisme ©j^'Q-lineaire £ — > £q. Par construction, on 
dispose du foncteur - (g)zQ : Coh('"'(y,il/V) Coh^'"' (y,U//:). 

3. On construit de maniere analogue a respectivement [LZ4l et ll.2.5] les foncteurs 

3^eco/f ) : Coh('")(y, (t^„)aGA/^) ^ Coh^^^CF,!!//:). (1.2.8.1) 
Ceux-ci sont quasi-inverses (cela se verifie comme pour QCarOSI 2.5.4] en remplagant « t » par « (m) »). 

4. On dispose d'un isomorphisme canonique de foncteurs iloco''' o (Q ®z —) — > (Q ®z — ) o Loc^"''> et IRecoZ^'' o 
(Q ®z - ) ^ (Q «>z - ) o 3?ecoZ('"). 

5. Soit m' > m un entier On definit le foncteur S*"!^ - : Coh('")(y, {'^a)aeA/K) -> Coh('"')(y, (lia)aGA/^) 
enposant, pour tout £ := ((£a)aeA, (6ap)a,|3GA) GCoh('"^(y, {]ia)aeA/^), 



ce dernier etant muni de la donnee de recollement deduite par extension (via les isomorphismes de commutation 
de I'image inverse extraordinaire par un morphisme lisse au changement de niveau de lBer02, 3.4.6]). 

II resulte de OBer02l 3.5.3] que le foncteur Jlecolq ^ commute au changement de niveaux : on dispose de I'iso- 

morphisme canonique de foncteurs (dITo ^^^W — ) ° ^ecoljn'^ 5iecoljj^' ^ o (Dy ^ '8)^,(m) — )■ 

Pour memoire (en fait nous n'aurons pas besoin de ce dernier isomorphisme par la suite), comme pour tout 



entier m le foncteur £joCq est quasi inverse de "Jiecolq , il en resulte {Dyq ^j^{m) —) o ^jocq ■CjOCq o 

6. Avec les notations de 11.1.81 on construit de meme le foncteur {DyQ ®-(m) — ) : Coh^"'^(y, {ya)aeA/K) 
Coh(y, {ya)aeA/K). On deduit de OBer02l 4.3.8] que Ton dispose de I'isomorphisme canonique de foncteurs : 

Cela implique au passage (©^^^-(m) -)oLoc''J!'^ iloco (D' -). 

1.2.9. • Dans un premier temps, supposons que Y se releve en un V-schema formel ^ lisse. D'apres ||Ber96l 4.1.4], 
on dispose alors d'une equivalence entre la categorie des isocristaux convergents sur Y et celle des ^-modules 

coherents, Oy _Q-coherents. Soit £ un ^-module coherent, Oy .Q-coherent. 

D'apres OBer90l 3.1.2], £ est aussi D^^q -coherent pour tout entier m. En particulier, £ est topologiquement nil- 
potent (voir les remarques de l|Ber96l 4.4.6]). D'apres ||Ber90l 3.1.2], il existe de plus un Dy"'-module coherent topo- 

logiquement nilpotent £ et Oy-coherent et un isomorphisme Di^Q-lineaire de la forme £q — > £. 

Or, on dispose d'une equivalence canonique entre la categorie des m-cristaux sur Y coherents sur Oy /§ et celle des 

CD -modules coherents topologiquement quasi-nilpotents et -coherents (voir par exemple I ELS97 3.1]). 



• Revenons au cas general et reprenons les notations de ll. 21 Pour tout entier positif m, il decoule du premier point 
I'inclusion Isoc(y, {ya)aeA/K) C Coh'-'"'(y, {^ojaeA/K). De plus, grace au caractere local en Y de la categorie des 
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isocristaux convergents sur Y et de celle des m-cristaux sur Y coherents sur Oy/s (voir | Ogu90[ 7.5] ou la fin de la 
preuve de ||Ber90l 3.1.2]), on verifie que, pour tout objet £ — {{£-a)aeA, (9a|3)a.pGA) de Isoc(F, (^a)a€A/K) (voir la 

o o 

definition dans ll.l.TSl l. il existe un objet £ — ((£a)aeAi (9ap)a,peA) de Cris''™'(F, (^ajaeAf^) et un isomorphisme 

, . ° ^ ° 

dans Coh^"''(F, (^oJaeA/K) de la forme £q — > £. De plus, grace a ||Ber96l 3.4.5], quitte a quotienter £« par son 

o 

sous-module de /^-torsion, on peut supposer les £« sans /9-torsion. 



2 Preservation de la surconvergence partielle : cas de la compactification 
partielle lisse avec ou sans structure de Frobenius 

Nous traitons dans ce chapitre le cas des varietes a compactification partielle lisse. Remarquons que (contrairement 
au cas etudie dans le prochain chapitre oil la compactification n'est plus forcement lisse) nous parvenons dans ce cas 
a obtenir des resultats sans structure de Frobenius. 

2.1 Categorie des (F-)isocristaux partiellement surconvergents sur les fc- varietes a compac- 
tification partielle lisse 

Lemme 2.1.1. Soient ? un V-schema formel separe et lisse, X un sous-schema feme lisse de P, T, T' deux diviseurs 
de P tels que TnX = T' HX. 

Onobtientalors les egalites (F-)Coh(X, 9, T) = (F-)Coh(X, T, T'), [F -)D\^^^{y ,T ,X / K) = [F-)dl^^^('y,T',X/K), 
(F-)Surhol(T,r,X//:) = (F-)Surhol(5',r',X/n {F -)D\^,^^,{y J ,X / K) = {F-)dI^^^JJ>,T' ,X /K) (voir les nota- 
tions delTjJi, {F-)lsoc'''{y,T,X/K) = {F-)lsoc^'{y,T',X/K), {F-)D^^^^^^{y,T,X/K) = (F-)D^^^^^^{y ,T' ,X /K) 
(voir WTTl . 

Demonstration. La validation de chacune des egalites etant de nature locale en CP, on peut done supposer CP affine. 
Choisissons alors m : X ^ CP une immersion fermee de V-schemas formels lisses relevant X ^ f . De plus, comme les 
modules ou les complexes que nous considerons sont a support dans X, le lemme est local en X. On se ramene alors au 
cas oil X est integre. Dans ce cas, soit T nX est un diviseur de X, soit T contient X. Lorsque T contient X, toutes les 
categories considerees sont reduites a I'element nul (cela resulte de [iBer96i 4.3.12]). Supposons a present que T nX 
soit un diviseur de X. 

Traitons d'abord I'egaHte (F-)Coh(X, CP, T) = (F-)Coh(X, T, T'). Soit £ e (F-)Coh(X, T, T). Notons ut+ le 
foncteur image directe par u a singularites surconvergentes le long de T, i.e. le foncteur : ut,+ '■ {F -)D'l^^JyD^^{^ T n 
X)q) — » (F-)D^Q),(Dy (^r)Q). Dans ce cas, d'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir ll.l.TOl i. il existe un 
CD^(^rnX)Q-module coherent CT tel que £ ^ ut+{S'). Or, d'apres OCar06bl 1.1.9], ut+{'J) ^ ur+iS"). 11 en re- 
sulte que £ est un D3pC^r')Q-module coherent. Ainsi, £ e {F-)Coh{X, CP, T'), i.e., (F-)Coh(X, T, T) C (f -)Coh(X, CP, T'). 
Par symetrie, on obtient I'inclusion inverse. Pour les trois autres egalites, on procede de la meme maniere en rempla- 
gant la coherence par la surholonomie ou/et les modules par des complexes. 

Verifions a present F avant-derniere egalite. Soit £ un element de (F-)Isoc'^(CP,r,X//r). Comme X est lisse, 
d apres 11.1.181 {F-)l?.oc'\7,T,X/K) est la cate gorie des (F-)CDy (^r)Q-module coherent a support dans X et dans 
I'image essentielle du foncteur sp^^^y j j_ (voir IICar05l ). Plus precisement, comme on dispose du relevement u, cela 

signifie qu'il existe un ©^(^T nX)Q-module coherent 5", 0^(^r nX)Q-coherent tel que £ ut+{'S'). Comme 
r' nX = rnX et comme M7-+(C?') M7'/+(;F), cela implique alors que £ G (F-)lsoc^' (CP, r',X//r). On obtient alors 
par symetrie 1' avant-derniere egalite. La derniere en resulte aussitot. 

□ 

Le lemme suivant ameliore ICar04l 3.2.6] ou llCarOSI 4.10] car le morphisme n'est plus suppose forcement lisse. 

Lemme 2.1.2. Soit f : T' f un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, X un sous-schema ferme lisse 
de P' tel que le morphisme induitX — > P soit une immersion fermee, Y un ouvert de X, T un diviseur de P ( resp. T' un 
diviseur de P') tels que Y =^ X\T ( resp. Y = X \ T'). 
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1. Pour tout £ G (F-)Coh(X, T\ pour tout £ (F-)Coh(X, 7", T'), pour tout j G Z\ {0}, 

5{^(Mri/(£)) -0,J{^' (/+(£')) =0. 

2. LesfoncteursKr}^/' et f+ induisent alors des equivalences quasi-inverses eritre les categories {F -)Coh{X , T, T) 
et (F-)Coh(X, r, T') (resp. entre les categories (F -)lfioc^\'y J ,X / K) et {F-)lsoc'^\'J" ,T' ,X /K), resp. entre 
les categories {F -)Svir:\\o\{'5> J ,X / K) et {F-)S\xr:\\o\{T' j' ,X /K), resp. entre les categories [F -)D^ {Co\\\x , T, T)) 
et {F-)D^{Coh{X',y',T'))). 

3. Soient £ un complexe de {F-)D\{'yj,X/K), £' un complexe de {F-)D\{'S" J' ,X /K). Alors Kr^/'(£) G 
{F -)D'°^^^{y ^T' ^X / K) et /+(£') G {F -)D°^^^{y ,T ^X / K). De plus, on dispose des isomorphismes de la forme 
/+o]Rri/!(£) ^ £, Rr^/o /+(£') ^ £'. 

4. On suppose que f soit propre ou soit une immersion ouverte. Les foncteurs MF^/' et /+ induisent alors 
des equivalences quasi-inverses entre les categories [F -)ti°^^^{y ^ T,X /K) et {F-)D^^^{y\ T\X /K) (resp. entre 
(F-)DLUy, T,X/K) et (F-)D^^^hol(5". T',X/K), resp. entre T,X/K) et (F-)Z)b^,„(5", T',X/K)). 

Demonstration. Afin d'alleger les notations, le cas avec structure de Frobenius etant analogue, nous omettrons d'in- 
diquer « {F-) » dans toutes les categories. 11 ne coute pas cher de supposer P et P' integres. De meme, comme X est 
lisse et comme les modules ou complexes sont a support dans X, on se ramene au cas oil X integre. Nous distinguons 
alors deux cas : soit Y est vide soit T nX = T' r\X est un diviseur de X. Le premier cas est immediat car les categories 
qui interviennent sont dans ce cas nulles. Traitons maintenant le deuxieme cas. Dans ce cas (T) est un diviseur de 
P' . Par l2.1.ll comme f^^{T) nX = T' r\X, on se ramene a supposer T' = {T). 

Fixons (5'a)aeA un recouvrement d'ouverts affines de T. On note Tap := 7 a H Tp, ^apy '■= J'a H Tp fl '■ = 

X nPa, X„p ■. = Xa nXp et X„py ■.=Xa nXp nXy, 7"^ /-^ (Ta), 7'^^ r ' (J'ap), 5'aPY - (5'aPT). Pour tout triplet 
(a, p, y) G A''', choisissons Xa (resp. X^p, Xapy) des V-schemas formels lisses relevant Xa (resp. X^^, X^^y). Soient 
u'a'.Xa^ (resp. t4p : -^ap ^ap' ^esp- u'af,y ■ ^aP7 ^ 7"af,y) des relevements de Xa Pa (resp. M^p : Xa^ P^p, 
resp. M^p^ : X^p^ ^ P^p^). On note /„ : T^ (resp. fa^ : y'^^ T„p, resp. /^p^ : T^p^ ^ Totpy) le morphisme 

induit par /. On pose «« /a o "a : ^ ^a, "ap := Zap ° «ap : -^ap 5'ap, "apy /«P7 ° "aP7 ' ^"py ^'apy 
1) Traitons d'abord[T]et|2] 

• Soit £ G Coh(X, T, T). On dispose des isomorphismes canoniques (le deuxieme resulte de ll. 1.3b : 

W!xf-i^)K ^ Krlj^(£|5'a) ^ «[,+ o«;;o/^(£|T„) ^ «;,+ om;,(£|T„). (2.1.2.1) 

Comme cela est local en T', il en resulte alors que, pour tout entier /' ^ 0, on ait J{-'(Mr^/'(£)) = et ]Rr^/'(£) G 

Coh(X, T', r'). 

De plus, de maniere analogue a ll. 2. 41 1'equivalence de categories Loc : Coh{X, T) = Coh{X, {Xa)aeA, T DX) 
de ll.l.lSl est definie en posant iLoc(£) = (m„(£| J'c())a, ce dernier etant muni de la donnee de recollement canonique 
induite via les isomorphismes T de II. 1.11 De meme avec des primes. Or, en appliquant u'a a 12.1.2.11 via le theo- 
reme Berthelot-Kashiwara (voir ll.l.TOt . on obtient I'isomorphisme canonique M^(Mr^/'(£)|J'[j) — > M|j(£|J'a), cet 
isomorphisme commutant aux donnees de recollement respectives. On dispose ainsi du diagramme commutatif (a 
isomorphisme canonique pres) : 

Coh(x, y, T) cohix, (x„)aeA, rnx) (2.1.2.2) 
Coh(x, J", T') Coh(x, (Xa)aGA, rr\x). 

• Soit £' G Coh(X, T', T'). D'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir 1 1.1. Tot , comme £'|J''ci est a sup- 
port dans Xa, Ma(£'|J'^) est un D^^(^r' nXa)Q-module coherent et £'|J'a u'a+ o m^(£'|T[j). 11 en resulte I'iso- 
morphisme /+(£')|J'a /a+(£'l^a) °Ma(£'|5'a)- Comme cela est local en T, on en deduit, pour j ^ 0, 

(/+(£')) = et /+(£') G Coh(X, T, T). 
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L' equivalence de categories Jiecol : Coh{X, {Xa)aeA, T DX) = Coh{X, CP', T') de ll.l.lSl est definie par (£a)a ^ 
(M[j^(£a))a, oil (M^^(£a))a est muni de la structure de recollement canonique, ce qui definit un objet de Coh{X, CP', T') 
(voir |Car05, 2.5.4]). On dispose aussi du foncteur Jlecol : Coh{X, {Xa)aeA, T' DX) = Coh{X, CP, T), defini par 
(£a)a ^ (Ma+(£a))a- H en resulte le diagramme canonique commutatif (a isomorphisme canonique pres) : 

Coh(Z, (Xa)aeA, rnX) ^|i>Coh(X, CP, r) (2.1.2.3) 

/+ 

Coh{X, (Xa)aeA, T' HX) ^ft Coh{X, CP', T'). 

• Comme les foncteurs £oc et "Recol sont quasi-inverses (voir ll.l.TSl l. via les diagrammes commutatifs (a iso- 
morphisme canonique pres) 12. 1 .2.2l et |2~1 .2.31 il en resulte que les foncteurs MF^^/ et /+ induisent des equivalences 
quasi-inverses entre les categories Coh(X, CP, T) et Coh(X, CP', T'). On en deduit qu'il en ait de meme entre les cate- 
gories ti°{Co\\{X, CP, T)) et ti°{Co\\{X', CP', T')). 

• Concernant I'equivalence de categories entre lsoc^^(CP,r,X//r) et Isoc'^^ {7' ,T' ,X / K), on procede de la meme 
fa9on : il s'agit de remplacerdans lapreuverespectivementCoh(X, (Xa)aGA, rnX) parlsoc^^(X, (Xa)aGA, TDX/K) 
et Coh{X, CP, T) paTlsoc'^^y,T,X/K) (voir les notations de ll. 1.17] ) et de meme avec des primes. 

• Traitons a present I'equivalence entre les categories Surhol(CP, T,X/K) et Surhol(CP', T',X/K). Un module surho- 
lonome etant coherent, on obtient Surhol(CP, T,X/K) C Coh(X, CP, T). Via le troisieme point, il suffit alors de verifier 
que Ton dispose des factorisations Mr^/' : Surhol(J',r,X//:) ^ Surhol(CP',r',X//i:) et/+ : Surhol(CP', r',X//:) ^ 
Surhol(CP, r,X/^r). Concernant RF^/', cela decoule de la stabilite de la surholonomie par image inverse extraordi- 
naire et foncteur cohomologique local. Soit £' G Surhol(CP', T',X/K). 11 s'agit de prouver que /+(£') est surholonome, 
ce qui est local en CP. Or, d'apres le deuxieme point, /+(£') |CPa — > Ua+ ° MaC^'l-Pa)- D'apres la version surholonome 
du theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir ll.l.Tol i. comme £'|CP[j est surholonome et a support dans Xa, Ma(S'l-Pa) 
est un D^a Q'^iodule surholonome. Comme I'image directe par un morphisme propre preserve la surholonomie, il en 
resulte que /+(£')|CPa est un ^-module surholonome. Nous avons done etabli les assertions [T]et|2] 

II) Comme un complexe de D^^^^{'J',T,X /K) est isomorphe (dans D^ohi'^J'C'^)^)'^ ^ ™ complexe dont les fais- 
ceaux appartiennent a Coh{X, CP, T) (et de meme avec des primes), [3]resulte aussitot de[T]et|2] 

III) Traitons a present H] Remarquons qu'il n'est pas immediat (sauf si la conjecture 12. 1 .31 est validee) que les 
isomorphismes de[3]soient fonctoriels, ce qui complique la preuve de|4] 

a) Les foncteurs KF^/' et /+ sont bien definis (i.e. induisent les factorisations indiquees dans|4|i. 

En effet, pour le cas non respectif et dans le dernier cas respectif, cela resulte de [T] |2] Traitons a present le 
premier cas respectif. Remarquons que comme il est conjectural a I'heure actuelle que la reciproque de 13. 1.211] soit 
vraie, on ne peut plus cette fois-ci uiliser [Tj |2| La factorisation du foncteur KF^/' est immediate (par preservation 
de la surholonomie par image inverse extraordinaire et foncteur cohomologique local). Lorsque / est propre, I'image 
directe par / preserve la sur holonomie, d'ou la factorisation /+ : D'°^^^^^^^^{y' ,T' ,X /K) D\^rh^{y,T,X/K). Lorsque 
/ est une immersion ouverte (ou d'ailleurs / quelconque), pour tout £' G ^surhoi (■'''' T' ^X /K),Ae. maniere analogue au 
deuxieme point de la preuve du lemme, on obtient I'isomorphisme /+(£')|CPoi — > Ua+ ° Ma(£'|CP[),), avec m^(£'|CP^) 
surholonome d'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir lLl.TOt . Comme Ua+ est une immersion fermee et 
comme la surholonomie est une notion locale, il en resulte que /+(£') est surholonome. On dispose done encore de la 
factorisation /+ : dI^^^^JT' ,T' ,X /K) ^ Dl^^^^jy,T,X /K). 

b) Verifions d'abord|4|lorsque / est propre dans le cas non respectif. 

bl) Comme / est propre, pour tout complexe £ de D^^^^{'J',T,X/K), on dispose par adjonction du morphisme 
canonique /+ oRF^ o/'(£) £ (en effet, il s'agit d'appliquer IICar06bl 1.2.10] pour les complexes parfaits £ et 
MF^ o/'(£) au morphisme canonique RF^ o/'(£) /'(£)). Le fait que ce morphisme soit un isomorphisme est 
local en CP. Comme le morphisme canonique RF^^ — * Id est canoniquement isomorphe au morphisme d' adjonction 
"a+ °u'l^^Id (voir ll.l.3] l, on obtient par transitivite du morphisme d' adjonction que la restriction a CPa de /+ o MF^ o 
/■(£) — > £ est canoniquement isomorphe au morphisme d'adjonction Ua+ o Ug^{E\'J'a) ^ (£|CPa)- Via le theoreme de 
Kashiwara-Berthelot (voir lLl.TOt . celui-ci est un isomorphisme. Ainsi, le morphisme /+ o RF^ o /' (£) ^ £ fonctoriel 
en £ est un isomorphisme. 
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b2) Reciproquement, soit £' G D'°^^^['S'' ^T' / K). Comme / est propre, on dispose par adjonction du morphisme 
canonique £' ^ /' o /+(£'). En lui appliquant le foncteur MF^, comme £' est a support dans X, on obtient le mor- 
phisme canonique £' — > RF^ of- o f Le fait que ce morphisme soit un isomorphisme est local. On conclut 
alors de maniere analogue a la preuve de bl) via le theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir ll . 1 .TOl l que celui-ci est un 
isomorphisme. 

On a done etablit que les foncteurs MF^/' et /+ entre les categories D\^^{7 J ,X / K) et D).^^{V' J' ,X /K) sont 
quasi-inverses. 

c) Supposons que / soit une immersion ouverte. Soient £ G D'°^^^{'S'^T,X/K), £' G D^^^^{'S'' ,T' ,X / K). Grace a la 
partie [T] on beneficie des isomorphismes canoniques MF^ o/'(£) /*(£) et /*(£') ^ /+(£')■ On dispose des 
morphismes d'adjonction : £ /*/*(£) et /*/*(£') £'. II est immediat que le morphisme /*/*{£-') £' est un 
isomorphisme. Pour etablir que les foncteur /* et /* induisent des equivalences quasi-inverses entre T.X/K) 
e.tD°^^^{y , T' ,X/K), il suffit alors de prouverque le morphisme canonique £ /*/*(£) est un isomorphisme. Comme 
cela est local en V, on se ramene a verifier que le morphisme canonique £|3'a ^ /a*/a(£|J'a) est un isomorphisme. 
D'apres le theoreme Berthelot-Kashiwara (voir ll . 1 .TOl ). il suffit d'etablir que ce morphisme devient un isomorphisme 
apres application du fonceur m„. Comme c'est le cas apres application de /* et comme u'^ o /*, on en deduit le 
resultat. 

d) Comme les categories des cas respectifs sont des sous-categories pleines de celles du cas non respectif, avec de 
plus a), on deduit alors de b) ou de c) les cas respectifs. □ 

Conjecture 2.1.3. 11 est conjectural que le foncteur canonique {F-)D^{Coh{X, T, T)) -> {F-)D^^^^^{'J>,T,X /K) soit 
une equivalence de categories. Si telle etait le cas, alors I'hypothese que / soit propre ou soit une immersion ouverte 
dans 12. 1 .2l4l deviendrait superflue. Nous pourrions alors definir les categories correspondantes de l2.1.5l en rempla9ant 
I'hypothese « proprement li-plongeable » par « t/-plongeable ». 

Notations 2. 1 .4. Soient X une A:-variete lisse et Y un ouvert de X tels que {Y,X) soit li-plongeable dl.l.Sl l. 

• Choisissons 7 un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une immersion fermee X ^ 
y induisant I'egaUte Y —X\T.Lci categorie (F-)Isoc'^(CP, T,X/K) (voir ll. l.Tl i ne depend ni du choix de Timmersion 
fermee X ^ CP et ni de celui du diviseur T (mais seulement du couple {Y,X)). 

En effet, soit un deuxieme choix {X ^ y',T'). Posons T" T x 3". Soient q : T" q' : 3"' -> J" les pro- 
jections canoniques et T" := q^^{T). D'apres [2.1.2121 les foncteurs q+ et MF^^' (resp. q\ et MF^q''') induisent 
alors des equivalences quasi-inverses entre les categories {F-)\&oc^\l>,T,X/K) et (F-)lsoc"(T", (resp. 
(f-)lsoc"(J",r',X//:) et {F-)lsoc^\'y"J",X/K)). 

• On notera alors sans ambiguite (F-)lsoc^' {Y,X /K) pour designer la categorie {F -)\&oc^\'J' ,X / K) (a equi- 
valence canonique pres). Ses objets sont les « F-isocristaux surcoherents sur {Y^X) ». L' equivalence de categories de 
ll.l.lSl s'ecrit alors 

^^x^y.T.,+ ■■ {F-)lso&iY,X/K) - iF-)lsoc'\Y,X /K), (2.1.4.1) 
ne depend canoniquementpas des choix faits et sera simplement notee sp(^YX) +■ 

Notations 2.1.5. Soient X une A;-variete lisse et Y un ouvert de X tels que {Y,X) soit proprement t/-plongeable ( I1.1.5I I. 

Choisissons T un V-schema formel propre et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une immersion X ^ T 
induisant I'egalite Y =X\T. Soit T un ouvert de 7 contenant X tel que I'immersion X ^ T canoniquement induite 
soit fermee. On note alors T .= PDT le diviseur de P induit. 

• Les categories {F-)D^^^^{7',T,X /K) et {F-)D^^^^^^^{'J',T,X/K) ne dependent pas, a isomorphisme canonique 
pres, du choix du V-schema formel propre et lisse CP, de I'ouvert CP de CP, de I'immersion fermee X ^ CP et du di- 
viseur T de P tels T — P DT et Y ^ X \ T (mais seulement de {Y,X)). On les notera alors respectivement sans am- 
biguite {F-)D^^^{T)(^y,x)/k) et (■f'-)^surhoi('^(i',z)/A')- Ses objets sont appeles les «F-complexes surholonomes (resp. 
coherents) de 'D(j' ;f)/^-modules arithmetiques » ou « les F-complexes surholonomes (resp. coherents) de CD-modules 
arithmetiques sur {Y,X)/K ». 

Demonstration de I'independance. Faisons un tel second choix ; soient CP' un V-schema formel propre et lisse, CP' 
un ouvert de CP' T' un diviseur de P' tels qu'il existe une immersion fermee X ^ CP' induisant I'egalite Y = X\T' . 
Posons CP" := CP X CP'. Soient q : T" ^ 'J',q' : CP" CP' les projections (propres et lisses) canoniques, T" := q^^{T), 
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3"/ := T(' := T(' n ?'(, T^' := q'-^T'), 7'^ := := T^' D V'^ T" := Tl' U T^', 7" := 0"/ n No- 

tons q : CP" ^ T le morphisme induit q. Comme q est propre, Fimmersion X ^ CP" est fermee. De plus, Y =X\ T[' . 
Comme q est propre, il resulte alors de |2.1.2|4l que les foncteurs MF^^' et q+ induisent des equivalences quasi- 
inverses entre les categories [F ,T ,X / K) et {F-)D\^^^{y'{,T{' ,X /K) (resp. enti-e {F -)D\^^^^^^[y ,T ,X / K) et 
(F-)D^^j.j^jjj(CPj', T" ,X/K)). De meme, comme on dispose de Fimmersion fermee X ^ CP" et comme Y = X \ T", en 
appliquant 12. 1 .2141 a Fimmersion ouverte CP" C CP", on obtient des equivalences quasi-inverses entre les categories 
{F-)D^,,i,iy'\T",X/K) et iF-)Dl^^iylT[' ,X /K) (resp. entre {F-)Dl„^^jy" ,T" ,X /K) et {F-)dI^UW /K)). 
Ainsi, les categories {F-)D^^^^^{y" ,T" ,X /K) et {F-)D^^^^^{y, T,X/K) (resp. entre les categories (f -)£'surhoi(^"' T",X/K) 
et (^^-)£'suiiioi('''' T,X/K)) sont canoniquement equivalentes. On conclut alors la preuve par symetrie (i.e. on remplace 
1 par 2). 

□ 

• De la meme maniere, la categoric (F-)D^u,„(CP, T,X/K) ne depend pas des choix effectues. On la designera sans 
ambiguite par {F-)D\^^^^{'Dij^x)Ik)- Lorsque F =X, on notera {F-)d^^^{T)Y /k) au lieu de (F-)D^„,c^('D(y y)/^). 
Remarques 2.1.6. - Soient il un V-schema formel lisse, Y un sous-schema ferme de U lisse sur k. Remarquons 
que grace a llCarOSI 7.3], un objet de D\^^{D^^ ^) dont les espaces de cohomologie sont dans F image essentielle 

du foncteur spy^^ ^ (voir ll.l.TSl l est alors un objet de D\^^^^^{'D\j^ q) (nous n'avons pas besoin de structure de 

Frobenius). On dispose ainsi de Finclusion canonique [F -)D'1^{'D / k) ^ (^")^surhoi(-^(5'-5')/A^)- 
- Avec les notations de 12.1.51 si on rajoute des structure de Frobenius, on obtient plus generalement, grace a 
||CT08|, Finclusion canonique F-D\^,,,{'D(y,x)Ik) C F -D^^^^^^CD ^x) I k) ■ 

2.1.7. Le lemme I?. 1 .8l ci-dessous qui suit sera utile pour generaliser 12. 3 . 1 1 afin d'obtenir le theoreme 12.3.31 (i.e.. on 
allege Fhypothese de proprete du morphisme de V-schemas formels lisses). 11 sera aussi utilise pour valider le theoreme 
|3X3). 

Lemme 2.1.8. Soient f .• CP' ^ CP un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, Mq ." X' ^ P' une immersion 
fermee avec X' integre, T' un diviseur de P' ne contenant pas X' . II existe alors un diagramme commutatif de la forme 

u" 

^//_5^p^, ^p^, _^p^ (2.1.8.1) 



"0 



g' 



X' ^P' 

OM X" est lisse sur k, q et q' sont les projections canoniques, Mq est une immersion fermee, a^^ {T' C^X') est un diviseur 
a croisements normaux strict de X" , a^ est propre, surjectif generiquementfini et etale. Posons T" := q'^^{T'). 

1. (Cas avec Frobenius). Soit £' £ F-lsoc'^'^{7>' ,T' ,X' /K). Alors £" := RF}^,, oq"-{£.') e F-lsoc^"^ {P^,,T" ,X" /K) 
et £' est unfacteur direct de q'^{E"). 

2. (Cas de la compactification partielle lisse). Supposons X' lisse. Soit £' G (F-)lsoc^' {T' ,T' ,X' /K). Alors £" : = 
W!x" ° e (F-)lsoc^'^(P^,, r",X"//i:) et £' est unfacteur direct de q'+{^"). 

3. Supposons fo o u'q propre. Soit £' £ F-lsoc^' (CP', T'X/K). Alors /+(£') e /^-^^surhoiC^T.Q)- 

4. Supposons X' lisse, fo o Uq propre et qu'il existe un diviseur T de P tel que T' — f^^{T). Alors, pour tout 
£' e (F-)lsoc"(CP',r',X'//:), /+(£') G {F-)Dl^^^{'Dy{'T)Q). De plus, pour tout e {F -)\iioc^^ ,X' / K) (i.e. 
£' est associe a un (F-)isocristal convergent surX'), /+(£') G (^')^surhol('^3' q)- 

Demonstration. Grace au theoreme de desingularisation de de Jong, il existe une variete quasi-projective lisse X" , un 
morphisme projective generiquement fini et etale a^ : X" — > X' tel que (og)^' (T' r\X') soit un diviseur a croisements 
normaux strict de X" . 11 existe done une immersion de la forme X" ^ P^. Comme Oq est propre, Fimmersion induite 
X" ^ P^, est fermee. D'oii Fimmersion fermee canonique : X" ^ P^,, ce qui donne Fexistence du diagramme 
commutatif l2. 1 .8. ll satisfaisant aux proprietes requises. 
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La partie [U correspond a IICar06al 6.3.1] (nous utilisons le theoreme de pleine fidelite de Kedlaya de IIKed04ll 
ameliore en PKedOS] qui necessite a I'heure actuelle une structure de Frobenius). Traitons a present le cas |2] sans 
structure de Frobenius. Comme X' est lisse, il existe un isocristal E' sur X' \ T' surconvergent le long de T' et un 
isomorphisme £' ^ sp^i^y, j,^{E') (voir |1.1.18t . D'apres ICarOSI 4], ©(£') ^ sp;^,^^, j,, _^(£"V) et £" 
spj^H^pw J, ^(aq (£■'). Cela nous permet de reprendre la preuve de BCar06al 6.3.1] (sans utiliser, grace a ces deux 
isomorphismes, le theoreme de pleine fidelite de Kedlaya). D'oii|2] 

Traitons a present[3] Comme £' est un facteur direct de q'j^{£,"), alors /+(£') est un facteur direct de /+ o q'^{E."). 
Or, par transitivite de I'image directe /+ oq'^[£,") — > o(|)+(£"), avec (|) := P^. 

Prouvons a present que (])+(£") est surholonome. Comme /o ou'q est propre, ouq est alors une immersion 
fermee. Notons CP := Py. Comme la surholonomie est une notion locale, on se ramene au cas oil T est affine et oil le 
diviseur T" CiX" de X" est definie par une section globale de CP dont le diviseur de P correspondant sera note T. Ainsi 
T"r]X" = fnX". D'apres I2X2I2I on en deduit que (j)+(£") £ F-lsoc'^\T,f ,X" /K). D'od sa surholonomie (voir 
IICT08 I). Comme q est propre, q+ preserve la surholonomie et done /+ oq'^[E,") est surholonome. D'oil le resultat. 

On procede de meme pour|4]: en posant T := qQ^{T), via l2.1.2l2l on verifie (])+(£") G {F-)lsoc'\'J',T ,X" /K). 
Comme la coherence est preservee par image directe par un morphisme propre, on obtient la premiere assertion. 
Lorsque T' est vide, la surholonomie de (])+(£") resulte de la remarque l2.1.6l D'oil le resultat. 

□ 

2.2 Preservation de la convergence par un morphisme propre et lisse de fc-varietes lisses 

Proposition 2.2.1. Soit bo : Y' -^Y un morphisme propre et lisse de k-varietes lisses. Le foncteur b^^^ se factorise de 
la maniere suivante : 

bi^^ : D^(D|,T))nD^„,(05")-OcohPi:"')noL(Oy), 

oil, par abus de notations, nous avons note i'^oh (■^1'™' ) '"'^coh (^J' ) POur designer la sous-categorie pleine de D^^^^i'^y'^^ ) 
des complexes a cohomologie Oy-coherente, de meme avec des primes. 

Demonstration. Comme bo est propre, on sait deja que Ton obtient la factorisation b^^ : £'coh('^}'™') ~^ ^coh('^F"')- 

Soit £' e £>^oh(2^y''V£>coh(0F')- II reste a etablir que bll^^iE') e Z)b^h(0}')- 

Soit Fyi : Y' ^ Y' I'endomorphisme absolu de Frobenius. Comme Fyi est en particulier un morphisme fini, le 
theoreme de descente du niveau par Frobenius (voir IBerOOl 2]) entraine que le foncteur image inverse F*, induit une 

equivalence de categories entre ^^cohC^F"') ^l^'cohC^J") et O^ohC^r^'') ^^^cohi^r')- Comme il en est de meme sur Y 
et que le foncteur image directe commute a Frobenius, i.e. Fy ob^'^ — > ^0+^'' oFy,, on se ramene alors a traiter le cas 
oil m ~ 0. Comme bo est lisse, d'apres laremarque de IIBer02l 2.4.6], bQ'l{8.') — > M.bo*{^Yi ^y '^Oyi ^')[dy'/y]. Comme 
bo est propre et £' est Oy/-coherent, d'apres le theoreme de Grothendieck sur la preservation de la 0-coherence par 
I'image directe d'un morphisme propre, cela entraine b''Q^{S.') e D^^y,{^y)- 

□ 

Proposition 2.2.2. Soient mo>Qun entier, y un V -schema formel lisse, £(™o) un Dy"q-module coherent, Oy.Q- 
coherent. On suppose que, pour tout entier m > mo, '^u'n ® ~(mo) E^'"""^ est q-coherent. Alors, q i8)^(mo) fi'""^ 
est Oy jQ-coherent. 

Demonstration. 11 suffit de reprendre la preuve de IICar06bl 2.2. 14] a partir de « De plus, puisque 

Lemme 2.2.3. Soit v .• y > U une immersion fermee de V-schemas formels lisses. Soit £ un T)^^^'' -module coherent 
sans p-torsion. Alors v+(£) est un T)^^'' -module coherent sans p-torsion. 

Demonstration. L' assertion etant locale, on se ramene au cas oil H est muni de coordonnees locales ti,...,t„ telles que 
tr+i,. ■ ■ ,tn engendrent I'ideal definissant v. La preservation de la coherence decoule du fait que v est un morphisme 
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propre. II reste a etablir que v+(£) = v'*(D|j^y £) est sans p-torsion. Pour tout entier /, notons f/,- et Y, les 

reductions de il et y modulo 7t'+'. Or, comme pour tout entier / le Dy^^-module a droite I'u"<Ly. est plat (car libre), 
est plat sur ^ . D'od le resultat. □ 

Theoreme 2.2.4 (Preservation de la convergence). Soient g ; il' — ^ il mh morphisme de V-schemas fonnels separes et 
lisses, Y (resp. Y') un sous-schema feme lisse de U (resp. U'). On suppose que g se facto rise en un morphisme bo : 
Y' ^Y propre et lisse. 

Soit £' un objetde {F-)D\^{'iM ,Y' /K) (voir \rT7\ . Mors g+{t') est un objet de {F-)D^^{ii,Y /K). 

Demonstration. Le foncteur g+ commutant a Frobenius, il suffit de verifier la proposition sans structure de Frobenius. 
Or, la categoric Isoc^^ (il, F/ZT) des dJ, ^-modules coherents dans 1' image essentielle de &Py^u.+ (voir [TTTTT8]i est 
stable par suite spectrale, i.e., une suite spectrale de lsoc'^(il,F/^r) a pour aboutissement un element de Isoc^' {ii.,Y /K). 
Quitte a utiliser la deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie du foncteur g+, on peut done supposer que £' G 
Isoc'^ {U! ,Y' /K). Or, d'apres l2. 1.2121 on dispose d'une equivalence canonique entre les categories {F-)D^^{ii' ,Y' /K) 
et {F-)D^^{ii' X ii,Y' /K), oil Y' se plonge dans il x il' via I'immersion diagonale. Quitte a remplacer il' par il' x il, 
on se ramene ainsi au cas oil g lisse. Comme £' est a support propre sur Y et done sur il, il decoule de 12. 1.8141 que 

g+(£') eZ)b^h(2)u,Q) (etmemeg +(£')g <,hoiK,Q))- 

D'apres la caracterisation de ICarOSI 2.5.10] des ^-modules coherents qui sont dans I'image essentielle de 
spy^ii + , ce qu'il reste a etablir est alors local en il. On peut done supposer qu'il existe un relevement v : ^ ^ il. 
Notons il" := il' xuy, v" : il" ^ il' et /z : il" — > y les morphismes canoniques. Comme g est Usse, il" est un V-schema 
formel lisse. Comme v est une immersion fermee, v" Test aussi. L'immersion F' ^ il" est done aussi fermee. Via le 
theoreme de Berthelot-Kashiwara (voir ll.l.TOl i. v"'(£') est un 2) q -module surholonome et v'[v"'(£') — > £'. De 

plus, encore via la description OCarOSI 2.5.10], on verifie que v"'(£') est dans I'image essentielle de spyi^u" + On se 
ramene ainsi au cas ou g = h, i.e. ^ = il et il" = il'. Pour terminer la preuve, il s'agit d'etablir §+(£') G D^ohi^'^-O)- 
Nous procedons pour cela de la maniere suivante. 

• Etape 1. Notons Vq l'immersion fermee canonique F' ^ U' et soit {il'^)aeA unrecouvrementd'ouvertsdeil' satis- 
faisant aux conditions de ll. 21 Nous reprenons les notations de ll.2l (en ajoutant des primes). Comme £' est dans I'image 
essentielle de spyi^ui d'apres IICar05 ' 2.5.10], £' est a support dans Y' et, pour tout a £ A, £'„ :— v^(£'|il[j) est 
Oy/^ Q-coherent. Avec les notations de ll. 1.171 il en resulte Loc{£.') G lsoc(y', {^'ajaeA/K). D'apres le deuxieme point 

de ll. 2. 91 pour tout entier m, on dispose d'une inclusion canonique lsoc(y', {ya)a&A/K) C Coh''"'(y', C^'^)aeA/K) et 
il existe un element J'^'") G Cris("')(y', {'^'a)aeA/V) tel que ^ Loc{E') dans Coh("')(y', {%)aeA/K). De plus, 
?"'('") peut etre choisi sans p-torsion. 

• Etape 2 : Posons S'('") := 3?eco/("')(J'('")). Alors g^"^(g'("')) G £)^oh(^S"VOcoh(0y )• 

Posons J^^'"' :— ®v fc, Sq™^ ■— 9'^'"'' ®v k. Par 11.2.7711 on dispose alors de I'isomorphisme D^^^-Uneaire : 
So'"' — » A'+i'^o"^)- Cela impHque pai- transitivite de I'image directe : g^^iS't^) ^ Comme b, est 

propre lisse, d'apres|223] il en resulte ^^+'(30^'"') G £'^oh(2^y 'V£>;?„h(Oy)- Oi"' ^+ '(S'*'"') ®\k-^ 4'? (S'**"^ ®\ 
k). Comme est sans /^-torsion, il decoule de l2.2.3l que g'^'"' est sans p-torsion. On en deduit S'^"'^ ®\/k So'"'- 
D'ou : g'-fiS^^'"^) Cg)^fc G D^^hCDr"') n£»coh(Oi'). Comme de plus g^+\9'^'"^) G £)l]c(55"'), d'apres la remai-que 
de PBer02', 3.2.2] (et de maniere analogue en rempla9ant D par 0), cela implique que g'^''(S''''"') £ ^coh(-^|5"') ^ 

<h(Oy)- 

• Etape 3 ; Conclusion. 

a) Comme g^^^ (g'('") ) Q — > 8+'\s'q'^ ) (oil le dernier foncteur g^'' est le foncteur image directe en tant que 

D||"Q-module coherent), il decoule de I'etape 2 que g+"'(9Q"''') £ ^coh(-^lrQ) ^^coh('-'y-Q)- Comme en particulier 

pour tout entier m le complexe (Sq'"') £ ^coh('^y q)' '^^ verifie alors de maniere analogue a OBer02l 3.5.3] (I'hypo- 
these de [Ber02 3.5.3] que le morphisme soit propre n'intervient que pour obtenir la coherence de I'image directe, en 
effet il suffit d'utihser IIbM 2.4.3]) pour tous entiers m' > m : S ® - „ g^^'> (S J"' ) ^ g^"'^ (©[^"'^ S J"'' ). 
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De fa9on similaire a la preuve de OBer02l 4.3.8], cela entraine : g+C^liiq <^^{m) Sq™') ^ "^l.Q ^^i'") 8^+^ (Sq™^)- 



b)Par ll.2.8l4[ onobtientrisomorphisme 2)[^fQ-lineaire : Sj^"' ^ Jiecol^^\j'^"'^).D'aprhs\T2M\ 

pour tout en- 
tier m' >m,il en resulteD[^^^(8)^(„) 5'^'^ ^ 3?eco/^'"'(I)^T^ 9^j^'"').Or,comme3^5^'"^ Glsoc(7', {%)a£A/K), 



'rnv'i ijj \-r'.o T)*' 

u'.iij r'.Q 



il resulte de MBer901 3.1] I'lsomorphisme canonique — > By/ q ® ~(m) ?q D'ou : D A® 

y'.Q n'.Q 

3?.c4"')(?J'"')) ^ gf rD'apresa),celaimpliqueD5"2®5(„, g^"'(S5"^) eZ)^ 



c) De plus, on deduit de l|Ber901 3.1] I'lsomorphisme Zoc{£') DL „ €5 ~(m) Sq'"'. D'apres [T.2.8l6l 11 en resulte 



I'lsomorphisme !KecoZ oZLoc(£') — > 2)^, „ i8>~(m) Sq"^- Par i 1.1.181 'Jiecol o lioc{£.') — > £'. D'apres a), cela entraine 



d) Pour tout entier j, [8"+ est un By^Q-module coherent, Oy^Q-coherent. Comme I'extension ©[['q 

Dy^Q est plate, il decoule de b) que D5"J,®g(o) (J^^'^f (Sj°')) est Oy,Q-coherent. De plus, comme I'extension 

SlJ'L ©t, o est plate, la partie c) donne JC^(g+(£')) «•^^(o) (^^^^^'(So"'))- ParElJ 11 en resulte que 

J{'(g+(£')) est Oy.Q-coherent. 

□ 

2.3 Preservation de la surconvergence 

Theoreme 2.3.1. Soit oq : {Y' ,X') {Y,X) un morphisme propre de couples de k-varietes proprement d-plongeables 
( voir \1.1.5[ . On suppose X et X' lisses. 

1. On dispose alors du foncteur image directe par oq sous la forme : 

flo+ : {F-)D\,,,,{'D(r.x')lK) ^ (F-)D^„hoi(I)(KX)/)f). (2.3.1.1) 

2. On suppose que Y' := a^^iY) et que le morphisme induit Y' ^ Y soit lisse. Alors, le foncteur ao+ se facto rise 
sous la forme : 

ao+ : (^'-pLcv(I^(}".x')/Jf) ^ iF-)Dlurc.i^(Y.x)/K)- (2.3.1.2) 
Demonstration. Comme ao est propre, d'apres [T.1.6l 11 existe alors un diagramme commutatif de la forme : 




oil / est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels propres et lisses, mq et Uq sont des immersions fermees, T 
est un ouvert de T, CP' — (CP) et tels qu'il existe un diviseur T de f (resp. un diviseur T' de P') verifiant Y =X\T 
(resp. y = X' \ f') et f ' D /"^ (f ). Notons T:^Pnf,T' P' f'. Dans ce cas, la categoric (f -)£>surcv('D(r,x')/A:) 
est canoniquement isomorphe a {F-)D\^^^^{y' J' ,X /K) (voir lTTlT l. Soit £' e {F-)D\„^^^{y' J' ,X /K). 

Comme /est propre, /+(£') est surholonome. D'ou /+(£') e [F -)D\^^^^^{']> J ,X / K) - (^'-)£'Lhoi(^^(KX)/^). On 
definit alors le foncteur uq en posant ao+(£') := /+(£')■ ^ decoule des equivalences de categories de |2.1.2| que 00+ ne 
depend pas (a isomorphisme canonique pres) du choix du prolongement / de ao. 

Traitons a present |2] Comme Y' := '(F), par 11.1.61 on peut supposer T' = f^^{T). Notons il := CP \ T et 
il' := CP' \ T'. Le morphisme induit ^ : il' ^ il est un prolongement du morphisme propre et lisse Y' Y via les 
immersions fermees Y ^ ii., Y' ^ il'. Les espaces de cohomologie de £'|il' proviennent alors de (F-)isocristaux 
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convergents sur Y'. Grace a l2.2.4l et comme /+(£')|il — > g+(£'|il'), il en resulte que les espaces de cohomologie de 
/+(£')|il proviennent de (F-)isocristaux convergents sur Y. D'apres IICar06bl 2.2.12], cela implique que les espaces 
de cohomologie de /+(£') proviennent de (F-)isocristaux sur Y surconvergents le long deX\Y. □ 



Remarques 2.3.2. La demonstration de 12. 3.11 a ete facilitee par le fait que le morphisme ao se prolonge en un mor- 
phisme propre (et lisse) de V-schemas formels lisses. Nous donnons une generalisation de l2.3.1l via le theoreme l2.3.3l 
ci-dessous (i.e., on allege I'hypothese de proprete du morphisme de V-schemas formels lisses). L'hypothese que le 
morphisme / soit propre est evitee dans 12. 3. 3] grace au lemme technique l2.1.8l 

Theoreme 2.3.3. Considerons le diagmmme commutatif 




(2.3.3.1) 



oii / est un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, oq est un morphisme propre de k-varietes lisses, uq et 
Uq sont des immersions fermees. Soient T un diviseur de P, T' un diviseur de P' tels que Y' — a^^ {Y) oilY \—X\T et 
Y' :=X'\r'. 

Soit £' un objetde {F-)D\^^^^{'J>' ,T' ,X /K). Mors /+(£') est un objet de r,X//:). 

Demonstration. Quitte a utiliser la deuxieme suite spectrale d'hypercohomologie du foncteur /+, on peut supposer 
que £' e {F-)lsoc'^\y',T',X'/K). Posons T" := 3" x ^ : T" ^ T et ^' : V" 3" les projections canoniques, 
T" ■.= q-^T). Comme Y' =X'\T", il resulte de 12. 1.2121 £" RF^, o^'!(£') e (F-)lsoc"(J"', r',^'//:). Comme 
q+{£") f+oq'^[t") /+(£') (le dernier isomorphisme resulte de I2.1.2I2] |. on se ramene ainsi au cas oil 
T' = f^^{T). Grace a 12. 1.8141 comme UQoao est propre, /+(£') £ {F-)D^^^^{DJpCT)q). On conclut alors de maniere 
analogue a la fin de la preuve de I2.3.1l2l en utilisant l2.2.4l et IICar06bl 2.2.12]. □ 



3 Preservation de la surconvergence partielle avec structure de Frobenius 
3.1 Complement sur la stabilite de la surholonomie avec structure de Frobenius 

Le lemme qui suit est une extension de HCarOTI 3.1.1] (on ne suppose plus que le V-schema formel T est propre). 

Leimne 3.1.1. Soient T un V-schema formel separe et lisse, X un sous -schema ferme de P, E e F-D^^^^^^^^{y,X /K). 
II existe alors un diviseur T de P tel que X\T soit affine lisse et dense dans X et tel que, pour tout entier j G Z, 
■Ki{E('T))c,F-lmc^\'yj,X/K). 

Demonstration. L' assertion etant locale en CP, on peut supposer P affine et integre. Le F-complexe £ est en particulier 
surcoherent. Pour tout j G Z, ?{-' (£) est done un F-Ti^rp ^-module surcoherent (voir MCar04[ 3.1.1]). D'apres [CarOSl 
2.2], il existe un ouvert il^ de CP tel que X n Uj soit lisse et dense dans X et tel que !H-'(£)|il/ soit dans I'image 
essentielle de ^^xnUj^iXj +■ posant il :~ H/ilj, on en deduit que £|il est dans I'image essentielle de s^xnu^u. +' 
avec XCMJ lisse et dense dans X. En choisissant un element de I'ideal definissant P\U ^ P qui n'appartienne pas 
a I'ideal definissant X ^ P, on definit un diviseur T de P tel que CP\rciletrnX soit un diviseur de X. Notons 
alors il pour y\T. Ainsi, {£.(^7)) est surcoherent et J{j{£.(^T))\il est dans 1' image essentielle de sp^f^^^ 
Par definition de F-lsoc'''{7,T,X/K) (voir 1 1.1. 71 ), il reste a etablir la surcoherence D7-(5{'(£(^r))) de la maniere 
suivante. 

a) Pour tout / ^ 0, ?{'(Dr(J{'(£C''r)))) = 0. En effet, comme 3{'(D7'(^H;'(£('''r)))) est un 'DJp(1"r)Q-module 
coherent, d'apres |BeT96', 4.3.12], il suffit de verifier 3f'(Dr(J{^(£('''r))))|il = 0. Or, Jf'(D7-(J{^(£Cl'r))))|il ^ 
5{'(D(M-'(£|il))). Comme W{E\H) est dans I'image essentielle de sp;j.nt/-^u,+' d'apres [CarOSl 7.3], :H;-'(£|il) est 
surholonome et done holonome (d'apres MCarOSI 2.5]). D'apres le critere de Virrion concernant I'holonomie (voir 
iTVirOOl ). pour tout / ^ 0, J{'(D(3{^ (£|il))) = 0. On a ainsi etabh, pour tout / ^ 0, 3<' {BriDij (ECt)))) = 0. 
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b) Via la suite spectrale d'hypercohomologie du foncteur Dj appliquee au complexe £(^r), on deduit alors de a), 
W{Bt{£.Ct))) ]D)7'(:K-'(£(' r))). Or, BriECT)) est un complexe surholonome et particulier surcoherent. II en 
resulte que, pour tout entier j, W {Bit{£.Ct))) est surcoherent. II en est alors de meme de I]>t{W {£.{^T))). 

□ 

Proposition 3.1.2. Soit T un V -schema formel separe et lisse. 

1. Soit E G D^{Dlp q). Si pour tout j G Z, ?{•'(£) est un Tllp ^-module surholonome alors £ G ^^surhol('^3' q)- 

2. Soit £ G F-D^{'Dlj, q). Le complexe £ appartient a ^-^surhol('^r q) seulement si, pour tout j G Z, ?{■'(£) 
est un F-Djp ^-module surholonome. 

Demonstration. La premiere assertion resulte de la definition de la surholonomie (et de la stabilite de la cohe- 
rence par suite spectrale). Cette implication avec structure de Frobenius reste valable. Reciproquement, soit £ G 
^"^surhoiC-^y q)- Prouvons alors que ses espaces de cohomologie sont surholonomes. On procede par recurrence 
sur la dimension du support de £ que Ton designe parX. D'apres p.l.ll il existe un diviseur T de P tel que les espaces 
de cohomologie de £(^r) appartiennent a F-Isoc^^(J', T,X /K), avec X\T lisse et dense dans X. Grace a ICTOSj . il en 
resulte que les espaces de cohomologie de £(^r) sont surholonomes. Par[T] cela implique que Ei^T) est surholonome. 
Or, par hypothese de recurrence, il en est de meme des espaces de cohomologie Krj(£). En utilisant le triangle de 
localisation de £ relativement a T , on en deduit le resultat. □ 

Theoreme 3.1.3. Solent f : V ^ 7 un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, £' G ^-£'surhoi('^T' q) ^ 
support propre sur P. Alors /+(£') G ^'-£>surhol('^T'.Q)- 

Demonstration. Comme il s'agit de reprendre essentiellement la preuve de HCarOS ! 8.8], nous omettons les verifica- 
tions deja obtenues. Soit X' le support de £'. II s'agit de proceder par recurrence sur dimX'. Lorsque dimX' — 0, cela 
resulte du theoreme de Berthelot-Kashiwara de I l.l.lOl (utilise pour I'immersion fermee X' ^ T' qui se releve). En 
utilisant des triangles distingues de Mayer- Vietoris, on se ramene au cas oil X' est integre (de maniere identique a 
I'etape 3 de la preuve de |Car08, 8.8]). De plus, par l3.1.2l quitte a utiliser la deuxieme suite spectrale d'hypercoho- 
mologie du foncteur /+, on peut supposer que £' est un module. D'apres D.l.ll il existe alors un diviseur T' de P' tel 
que Y' := X' \ T' soit affine lisse et dense dans X' et E'^T') G F-lsoc'^^Y' X /K). D'apres|2T8l2 il en resulte alors 
que /^{E'i^T')) est surholonome. Or, par hypothese de recurrence, /+(MrJ,,(£')) est surholonome. On conclut alors 
en appliquant /+ au triangle de localisation en T' de £'. 

□ 

Remarques 3.1.4. Nous avions dans la preuve de IICar08l 8.8] (que Ton a reprise pour l3.1.3] ) d'abord traite le cas oil le 
support est lisse. Par contre dans la preuve de l3.1.3l nous avons eviter de traite ce cas. Cela a ete possible car ce cas oil 
le support est lisse n'a ete utilise (dans la preuve de MCar08l 8.8]) que dans deux cas : lorsque dimX' = ou lorsque 
E'i^T') est associe a un F-isocristal surconvergent sur X' \ T' . De plus, on remarquera que 12. 1.8] utilise implicitement 
une partie de la preuve de IICar08l 8.8]. 

On obtient grace a l3.1.3l une legere amelioration de IICar08l 8.8] : 

Corollaire 3.1.5. Solent f : 7' ^ T un morphisme de V-schemas formels separes et lisses. Considerons les deux 
conjectures suivantes de Berthelot (voir hBer02\ 5.3.6]) : 

A) Si £' G F-Dl^^J'Dl,^^) est a support propre sur T, alors f+{E') G f'-£'Lhoi(2^a',Q)- 

B) Si £ G i^-OLhoiC^^y.Q). alors, f {E) G ^'-<rhoi(2^'3>',Q)- 
La conjecture B) implique alors la conjecture A). 

Demonstration. D'apres IIBer02l 8.3], la conjecture B) implique que les notions d'holonomie et de surholonomie (avec 
structure de Frobenius) coincident. II suffit alors d'appliquer l3.1.3l □ 
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3.2 Cas des F-isocristaux partiellement surcoherents sur les ^-varietes lisses avec une com- 
pactification partielle quelconque 

Lemme 3.2.1. Soit f : y' T un morphisme de V-schemas formels separes et lisses, X un sous-schema ferme de 
P' tel que le morphisme induit X ^ P soit une immersion fermee, Y un ouvert de X, T un diviseur de P ( resp. T' un 
diviseur de P') tels que Y ^X\T ( resp. Y =X \ T'). On suppose Y lisse. 

1. Soient alors £ e F-lsoc'^\?,T,X /K), £' e F-lsoc^\7' ,T' ,X /K)). Pour tout entier j e Z\ {0}, les egalites 
suivantes sont alors verifiees : 

J{^(Mrt/!(£))=0, 5{^(/+(£'))=0. 

2. Les foncteurs RF^/' et f+ induisent des equivalences quasi-inverses entre les categories F-Isoc^^(J', T,X /K) 
etF-lsoc''\y',T',X/K). 

Demonstration. Soient £ e F-lsoc'^'' {9,T,X /K), e F-lsoc''\y' ,T' ,X /K). Notons 51 := T\ T et H' := J"\r'. 

• Verifions d'abordle lemme lorsque/est I'identite. D'apres MCT08I . £ est surholonome et done Djp Q-surcoherent. 
Par OCar04l 3.2.4] (voir aussi la remarque IICar04l 3.2.2.1]), cela implique que le morphisme canonique £ £(^r') 
est un isomorphisme. Ainsi, £ est D j, (^r')Q-surcoherent. Comme le foncteur dual commute aux extensions, Dji (£) — > 
(■''r')(D(£)). Comme D(£) est DJ, Q-surcoherent, il en resulte que IDipiE-) est Dj^CfTOQ-surcoherent. Or, £|il' G 
F-lsoc''"'"(il',rnt/',y//:). Comme (rnf/')ny = 0, n resulte de|2TI]que £|il' e F-lsoc'^^ii',Y/K). Nous avons 
done verifie que £ e F-lsoc'^\y' ,T' ,X /K), i.e., Finclusion F-lsoc'^'' {y,T,X /K) C F-lsoc"(T', r',X//:). Par syme- 
trie, on obtient Finclusion inverse. 

• Traitons a present le cas general. Quitte a introduire CP' x T, on se ramene au cas oil le morphisme / est lisse. 
Dans ce cas, /"'(r) est un diviseur de P' tel que X\f-^{T) = Y. D' apres le cas oil / est I'identite, on se ramene a 
supposer T' = f^^ (T). 

• Verifions d'abord rassertion[Tl Comme £' est surholonome (d'apres IICT08I ) il resulte de l3.1.3l que /+(£') est 
surholonome. Comme £' — > Ct') (£') et par commutation de I'image directe au foncteur cohomologique local (voir 
MCar04l 2.2.18]), on obtient /+(£') ^ CT)of+{E'). En particulier, le complexe /+(£') est D3p('l'r)Q-coherent. Pai- 
aBer96l 4.3.12], pour verifier que, pour tout j e Z \ {0}, (/+(£')) = 0, il suffit de I'etablir en dehors de T, ce 
qui amene au cas lisse deja traite (voir 12. 1.211b . De meme, comme le foncteur Mr^/'(£) preserve la surholonomie 
et commute aux foncteurs cohomologiques locaux, avec tBer96i 4.3.12] qui nous ramene au cas lisse, on verifie que 
pour tout e Z\ {0}, ^^{W^xf'i^)) ^ 0- 

• Etablissons a present|2] Nous avons deja verifie que /+(£') est un F-2)y(^r)Q-module coherent a support dans 
X, surholonome en tant que dJ, ^-module. Pour prouver que /+(£') £ F-lsoc^' {'S'^T,X/K), il suffit alors d'etablir 
que /+(£') jilprovient d'un F-isocristal surconvergent sur Y . Cela est bien le cas d'apres le cas lisse (voir l2.1.2l2l l. De 
meme, on verifie que Kr^/'(£) G F-lsoc^\y' ,T' ,X /K). 

Or, d'apres IICar06al 6.5.2], le theoreme de pleine fidelite de Kedlaya se traduit la fa^on suivante : les foncteurs 
restrictions |5i : F-Isoc^^ (y, T,X/K) F-lsoc"*"^ (il, Y /K) et |il : F-lsoc'^'^ (y, T,X/K) F-lsoc''^ (il, Y /K) sont plei- 
nement fideles. On en deduit, a partir du cas lisse (voir I2.1.2I2| |. les isomorphismes ; MF^ ° f ' ° /+(£') — > £' et 
/+oRr^o/!(£) ^ £. D'ouleresultat. □ 

Definition 3.2.2. Soient X une A;-variete et Y un ouvert Usse de X tels que (F,X) soit J-plongeable ( 11.1.51 ). 

Choisissons CP un V-schema formel separe et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une immersion fermee 
X ^ T induisant I'egalite Y =X\T . 11 resulte de l3.2.1l (de maniere analogue au cas oil X est lisse sans structure 
de Frobenius de I2.1.4I I que la categorie F-lsoc^^(CP,r,X//r) ne depend ni du choix de I'immersion fermee X ^7 
et ni de celui du diviseur T tel que Y —X\T (mais seulement du couple {Y,X)). On la notera done sans ambiguite 
F-lsoc^'^ {Y,X /K). Ses objets sont les « F-isocristaux surcoherents sur {Y^X) ». 

Par contre I'analogue de |2.1.4.l| est conjecture ci-dessous. 

Conjecture 3.2.3. Soient X une fc-variete, Y un ouvert lisse de X tels que {Y,X) soit t/-plongeable ( 11.1.5b . On dispose 
d'une equivalence canonique de categories : 

{F-)Is.oc\y,X/K) ^ (F-)1?,qc^\y,X/K). (3.2.3.1) 
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Remarques 3.2A. D'apres IICar07l 2.3.1], la coniecture l3.2.3l a ete demontree lorsque X est propre et avec structure de 
Frobenius. 

Theoreme 3.2.5 (Devissage des F-complexes surholonomes en F-isocristaux partiellement surcoherents). Soient CP 
un V - schema formel separe et lisse, T un diviseur de P, Y un sous -schema ferine de P\T, £ £ ■P'-£>^urhol(^' T,Y/K) 
(voir les notations \1.1.8h oil Y V adherence schematique de Y dans P. 

II existe alors des diviseurs Ti,. . . ,Tr contenant T avec Tr ~ T tels que, en notant Tq :=Y, pour i ~ 0, . . . ,r — I, le 
schema F,- := Tq n • • • n 7] \ TJ+i soit lisse et, pour tout entier j, 

J{^'(RrJ.^n...n7;(^7^-+i)(£)) ^ F-lsoc^C?, 7^'+i, To n • • -nT./K) = F-lsoc» (Yiji/K) 
oil Yi est r adherence schematique de Yj dans P. 

Demonstration. En procedant par recurrence sur la dimension de Y, cela resulte de l3.1.1l □ 

Lemme 3.2.6. Soient f : T' un morphisme lisse de V-schemas formels separes et lisses, X un sous-schema ferme 
de P' tel que le morphisme induitX — > P soit une immersion fermee, Y un ouvert de X, T un diviseur de P ( resp. T' un 
diviseur de P') tels que Y =X\T ( resp. Y =X \ T'). 

1. Soient £ G F-Surhol(T, T,X/K), £' G F-Surhol(T', T',X/K). Pour tout entier j £Z\ {0}, les egalites suivantes 
sont alors verifiees : 

J{^'(Rri/(£))=0, 5{^'(/+(£'))=0. 

2. Si f est en plus propre ou si f est une immersion ouverte alors les foncteurs Kr|-/' et /+ induisent des equi- 
valences quasi-inverses entre les categories F-Surhol(J', T,X /K) et F-Surhol(CP', T'jX/A') (resp. entre les ca- 
tegories F-D\^^^^,{y, T,X/K) et F-D^^^^jr, T',X/K)). 

3. On suppose Y lisse. Si f est en plus propre ou si f est une immersion ouverte alors les foncteurs MF^/' et /+ 
induisent des equivalences quasi-inverses F -D^^^^.|,y{'J' , T,X /K) et F-D^^j.^^{y' , T' ,X /K). 

Demonstration. I) Comme f^^{T) est un diviseur de P' tel que Y = X \f^^{T), on deduit de BCarOSI 4.6] les egalites 
F-Surhol(a",r',X//:) =F-Db (J",/-Hr),X//:) et F-Sm\io\{']>^J',X/K)^F-D\^^^^,{-J"J-\T),X/K). Avec 
13.2.11 on en deduit alors que F -Di^^^^j^y' , T' ,X /K) = F -D'l^j^^.^{'y' , f^^ {T) ,X / K). On se ramene ainsi a supposer T' — 

f-\n 

II) De maniere analogue a la preuve de IICar04l 3.2.6], on verifie alors [T] a partir de 13.2.111] Cela entraine les 
factorisations des foncteurs MF^/' et /+ entre les categories F-Surhol(J',r,X//:) et F-Surhol(a", r',X/^:). Pour 
verifier|2l il suffit alors de traiter le cas respectif. 

III) Prouvons a present le cas respectif de |2] (resp. [3] en supposant Y lisse) : soient £ G F -D\^^^^^\{'J' ,X / K) 
(resp. £ G F-D\^^^^{y, T,X/K)) et £' G ^'-£'Lhoi(5"' T',X/K) (resp. £' G T',X/K}). Notons ii T \ T, 

ii':=r\r. 

111. A) Par stabilite de la surholonomie (voir 13.1.31 pour I'image directe et fCarOSl pour les autres foncteurs), on 
obtient les factorisations RT}^/- : F-D^^^^.^^JJ',T,X /K) ^ F-DI^.^^JJ" ,T\X /K) et /+ : F-D^^^^jy' ,T' ,X /K) ^ 
F-DLU^:T,X/K). 

On dispose de 1' inclusion T,X/K) C ^'-£)s„hoi(^' T,X/K) et de meme avec des primes. De plus, on re- 
marque qu'unF-Tly (^r)Q-module coherent £, surholonome en tant que 2)y ^-module et tel que £|il G F-lsoc''^ {ii,Y /K) 
est un element de F-Isoc^^(lP,r,X/^r) (et de meme avec des primes). Avec ces remarques, pour constater que Ton 
beneficie des factorisations RF^/' : F-D^^^^^^{?,T,X /K) ^ F-D\„^^^{y' J' ,X /K) et /+ : F-D\„^^^{y' J' ,X /K) 
F-D^m.„(T,r,X//:), il suffit de le verifier en dehors des diviseurs, ce qui decoule du cas deja traite de l2.1.2l4l (oii la 
compactification partielle est lisse). 

lll.B) II reste encore a verifier que ces foncteurs sont quasi-inverses. Traitons d' abord le cas oil / est propre et lisse. 
Le cas non respectif resulte alors de HCarOSI 4.16]. Traitons maintenant le cas respectif. 11 resulte des factorisations 
precedentes de /+ et RF^/' que Ton a /+(£') G ^'-£>coh(^y('7')Q) et Kr^/'(£) e F-D\^^^{'DI,{^T%). Comme / 
est propre, on dispose alors par adjonction des morphismes canoniques /+ oKr^/'(£) ^ £, £' ^ IRrl/' ° /+(£')■ 
D'apres l|Ber96l 4.3. 12], pour verifier que ces morphismes sont des isomorphismes, il suffit de I'etablir respectivement 
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en dehors des diviseurs T et T' , ce qui nous ramene au cas de la compactification partielle lisse qui a ete traite en 
12. 1.2141 

Supposons a present que / soit une immersion ouverte. Via[T]et grace a |3. 1.2121 on obtient alors les isomorphismes 
canoniques RF^ °/'(£) /*(£) et /*(£') /+(£'). On dispose de plus des morphismes d'adjonction : £ — > 
f*f*{^) St /*/*(£') (£')' dont le dernier est toujours un isomorphisme. Pour le cas respectif, il resulte de f Ber96l 
4.3.12] que ces morphismes sont des isomorphismes (car ils le sont en dehors des diviseurs d'apres l2.1.2l4l i. Traitons 
alors le cas non respectif. Cela resulte alors de l3.2.5l En effet, soient Ti , . . . , T)- des diviseurs de P induisant le devissage 
de l3.2.5l Or, d'apres le cas respectif, le morphisme canonique Mrjj^p . pj,. (^7;+i)(£)) — > /*/*(RrJj^p...pj,.(^7;+i)(£))) 
est un isomorphisme. II en resulte par devissage que le morphisme canonique £ ftf* (£) est un isomorphisme. D'oil 
le resultat. 

□ 

Notations 3.2.7. Soient X une fc-variete et Y un ouvert de X tels que {Y,X) soit proprement t/-plongeable dl.l.Sb . 

Choisissons T un V-schema formel propre et lisse, T un diviseur de P tels qu'il existe une immersion X ^ T 
induisant I'egalite Y —X\T. Soit 7 un ouvert de V contenant X tel que I'immersion X '-^ V canoniquement induite 
soit fermee. On note alors T := PHT le diviseur de P induit. 

- La categoric F-D^^j.^^^i{'J',T,X/K) ne depend pas, a isomorphisme canonique pres, des choix effectues (mais 
seulement de {Y,X)). On notera alors sans ambiguite cette categoric F-D^^^^^^^{T>(^y.x)/k) dont les objets sont 
appeles les « F-complexes surholonomes de ©(j-xj/A^niodules arithmetiques » ou « les F-complexes surholo- 
nomes de CD-modules arithmetiques sur {Y,X)/K». 

De meme, la categoric F-Surhol(J', T,X/K) ne depend canoniquement que de {Y,X), sera noteeF-Surhol(y,X//r) 
et ses elements sont appeles les « F-2)(7x)/A-rnodules arithmetiques surholonomes » ou « les F-D-modules 
arithmetiques surholonomes sur {Y,X)/K». 

En effet, il s'agit alors de reprendre les arguments de l2.1.5l en rempla9ant la reference l2.1.2l4l par l3.2.6l 

- Lorsque Y est lisse, la categoric F-D^^^^.|,y{'J' ,T ,X / K) ne depend de meme canoniquement que de {Y,X) et 
sera notee F-D^,^^^y{D(^Y,x)/K)- Lorsque Y ~X, on notera F-D^^{Dy/k) au Heu de F-D^^^^^^{T)^y.y)/k)- On re- 
marque, grace a IICT08L que Ton dispose d'un foncteur pleinement fidele canonique F-D^^^^^{D(^yx)/k) C 

Notations 3.2.8. On reprend les notations de l3.2.7l et on pose il := 7\T. Le foncteur restriction |iX : F-D^^^^^^^^{7, T,X/K) ^ 
^"^suihoi(^'^/^) depend canoniquement pas du choix de I'immersion X J* et du diviseur T tels que Y ~X\T. 
On le note alors \Y : ^'-Z)Uoi(2)(f,x)/^) ^ F-D^surW^{rX)/K)- 

De meme, lorsque Y est lisse, le foncteur restriction |il induit le foncteur canonique \Y : ^-£^surcv(-^(}',x)/Ar) — ^ 

F-D^urcvi'^{YJ)/K)- 

Remarques 3.2.9. On reprend les notations de l3.2.8l 

- Le foncteur pleinement fidele F -SmhoXiy J ,X / K) F -D\^^^^^^{y J ,X I K) ne depend pas du choix de I'im- 
mersion X ^ CP et du diviseur T tels que Y —X\T . On dispose ainsi du foncteur canonique pleinement fidele 
F-Sm\io\{Y,X/K) ^ ^'-OLhoi(^(KX)/;f )■ 

- Supposons Y est lisse. Un module £ de F-Surhol(CP, T,X/K) appartient a F-Isoc^^(CP, T,X/K) si et seulement si 

£ |il e F-Isoc^^ (it, Y /K) . On en deduit qu'un F-complexe £ de F-D^^^^^^^ Ik) appartient a F-D\^^^^ {'^{yX) Ik) 
si et seulement si £|F appartient a F-D\^^^^{'Dij y)Ik)- 

3.2.10. Soit flo '■ {Y' ,X') — > {Y,X) un morphisme de couples de fc-varietes proprement t/-plongeables (voir 1 1.1. 51 ). On 
dispose alors du foncteur image inverse extraordinaire par aq : 

«0 ■ P-F>\mho\{'^{Y.X)lK) -^■P-'Dsurhol('^(y',X')//f)- 

Lorsque que aq est un morphisme propre (voir la definition U . L6b . on dispose du foncteur image directe par ao : 

flo+ : f-£>surhoi(1^(}".x')//f) ^ P-D\uvho\{'^{Y,x)|K)■ 
Constmction. D'apres ri.1.61 on dispose alors d'un diagramme de la forme fO .6. ll satisfaisant aux conditions requises 
de lLL6l et dont on reprendra les notations. 
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- Pour tout £ e f -£'surhoi(^' T,X/K), le foncteur est alors defini en posant : flo(£) ClT') oMF^ o/'(£). 

- Lorsqueao est propre, pour tout £' G ^^-^surhoiC-^'' T' ,X/K), le foncteur flo+ est alors defini en posant : flo+(£') : = 
/+(£'). On verifie que le complexe /+(£') G F-D^^^^^^^^{y, T,X/K) grace a |3X3] 

- Par transitivite des foncteurs images directes et images inverses extraordinaires, via les equivalences canoniques 
de categories definissant I'independance de F-D^^^^^^{Df^Y.x)/K) (qui font intervenir ces foncteurs), on verifie 
que la definition des foncteurs et ao+ ne depend pas du choix du diagramme de la forme [TTT.6.1l 

□ 

Lemme 3.2.11. SoientOQ ; {Y',X') iY,X) unmorphisme propre de couples dek-varietes proprement d-plongeables 
telqueY' — aQ^{Y), bo : {Y'^Y') —> {Y,Y) le morphisme induit par uq. Pour tout E,' G ^-^surhol('^(i".x')/^)' ondispose 
de I 'isomorphisme canonique 

ao+{E')\Y ^bo+{£,'\Y'). 

Demonstration. D'apres [1.1.61 on dispose alors d'un diagramme de la forme [0 .6.11 satisfaisant aux conditions re- 
quises de ll.l.6l et dont on reprendra les notations. Comme Y' = Aq ' (F), on peut en outre supposer que T' = f^^(T). 
D'oii le resultat par definition des foncteurs restriction et image directe. □ 

Rappelons que d'apres IICar07l . on dispose de F equivalence de categories : spj.^ : f -Isoc''' (y /K) ^ F-lsoc'^^ {Y /K). 
Le theoreme 13 .2. 1 2l ci-dessous est done une version formelle de la conjecture de Berthelot (dans le cas absolu). 

Theoreme 3.2.12. Soita^: — > (X,^) unmorphisme propre decouples dek-varietes proprement d-plongeables 
(voir\LL5^. On suppose Y est lisse, Y' — Aq ^ (F) et le morphisme induit Y' ^Y lisse. 
Le foncteur image directe par ao induit alors la factorisation : 

ao+ ■■ ^'-£>surcv(25(y',x')//s:) ^ ■f'-^surcv(23(Kx)//s:)- (3.2.12.1) 

Demonstration. Soit £' G F-D^^^^^^{Di^y'.x')/k)- D'apres le deuxieme point de la remarque 13.2.91 il suffit de verifier 
que a()+{£.')\Y G F-D^^^^.^.y{'D(^Y.Y)/K)- Or, d'apres [3.2.1 II et avec ses notations, ao+{£,')\Y bo+{£,'\Y'). Comme 
£'|y' G F-Dsuf|,y(I)(}'/ j'/)/^), comme bo satisfait aux conditions de 12.3.11 (i.e. les compactifications partielles sont 
lisses), onobtient/7o+(£'|y') ^ F-D^^^^^{'D^y.y)/k)- □ 

3.3 Cas des F-isocristaux partiellement surcoherents sur les fc-varietes quelconques 

Definition 3.3.1. Soient X une A;-variete et Y un ouvert de X tels que {Y,X) soit proprement ^^-plongeable dl.l.St . 

- On designe par F-Isoc^\Y,X /K) la sous-categorie pleine de F-SuTho\{Y,X /K) (voir l3.2.7] i des objets £ satis- 
faisant la propriete suivante : pour tout morphisme ao : {Y' ,X') — * {Y,X) de couples de A:-varietes proprement 
cZ-plongeables (voir ll.l.6] l tel que Y' soit lisse, on a alors a'Q{8.)[—dYi /y] G F-Isoc^' {Y',X' /K), oil (via I'inclu- 
sion canonique du premier point de |3.2.9l l le foncteur est defini en l3.2.10l et la categorie F-lsoc^^ (Y' ,X' /K) 
a ete definie dans 13.2.71 

Les objets de F-lsoc^^ {Y,X /K) sont par definition les « F-isocristaux surcoherents sur {Y,X) ». On remarquera 
que la definition est compatible avec celle donnee lorsque Y est une ^-variete lisse dans |3.2.7] 

- De maniere analogue a l3.2.7l on designe par F-D^^^^^^{Di^y.x)/k) la sous-categorie pleine de F-D^^^^^^y{1)(^Y.x)/K) 
des objets £ satisfaisant la propriete suivante : pour tout morphisme ao '■ {Y',X') {Y,X) de couples de k- 
varietes proprement li-plongeables tel que Y' soit lisse, on a alors flo(£) G F-D^^^^^{Di^y',x')/k)^ '^^ 1^ categorie 
'^"^suicv(-'^(f',x')/a:) est celle definie en l3.2.7l 

Tlieoreme 3.3.2. Soient ao : {Y' ,X') {Y,X) un morphisme propre de couples de k-varietes proprement d-plongeables 
et qo : (Y ,X) — > {Y,X) un morphisme de couples de k-varietes proprement d-plongeables. Soient Y' :— Y Xy Y', 
X' := X XxX', q'oi : {Y' ,X') ~f (Y' ,X') et oq : {Y' ,X') iY,X) les morphismes de couples de k-varietes proprement d- 
plongeables induits. On dispose alors de I ' isomorphisme de changement de base fonctoriel en £' G ^"^suihol('^(i".^')/*^) 

^5oao+(£') ^ flo+o?o(£')- 
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Demonstration. Soient / : CP' ^ ? un prolongement de ao, T un diviseur de P, T' un diviseur de P' tels que T' D 
f^^{T) s'inscrivant dans un diagramme de la forme [T7l .6. li ce qui permet de calculer le foncteur ao+- De meme, 
soient g : T ^ 7 un prolongement de ^o, T un diviseur de P tel que T D g^^{T) permettant de calculer On note 
alors T' := T X y 5" et ^ : r ^ J", /' : ^ T, f ' := (f ) U g^^iT'). On remarque alors que Y'=X'\ f'. Ainsi 

par construction q'^ie') ^RFI^ o ("f') og'{£.') et 

So+oq'^{E') = /; oMrt, o Cf')og\e'). 

D'un autre cote, on verifie par definition : 

^;oflo+(£')=Mrto(tf)og!o/+(£'). 

D'apres IICar04i 3.1.8], o/+(£') ^ f'_^og-{l'). D'oil : oao+(£') ^ Rrt o f f ) o/; o^'(£'). Par commuta- 
tion des foncteurs locaux a support strict et des foncteurs de localisation aux foncteurs images directes (voir MCar04l 
2.2.18]), il en resulte : 

^;oflo+(£')^/;°RrJ^,)-,(^)°r(/')-^(r))o^^(£')- 

Or, £' — > Mr|,, o {}T') (£'). Par commutation des foncteurs locaux a support strict et des foncteurs de localisation aux 



foncteurs images inverses extraordinaires (voir ||Car04| 2.2.18]), cela entraine ; ^(£') — ^ Rrl_i^^,j o {Jg ^{T')) o 
^(£').D'ou: 

^ /; o Mrt, o (tf ) o (£') = «o+ o q'^ , 

le deuxieme isomorphisme decoulant de ' (T') n ^ {X') =X' . □ 

Theoreme 3.3.3. Soit oq : {Y' ,X') (Y,^) un morphisme propre de couples de k-varietes proprement d-plongeables 
tel que Oq ^ (F) — Y' et tel que le morphisme induit Y' ^Y soit propre et lisse. Alors, le foncteur image directe par ao 
se factorise sous la forme : 

flo+ : F-D^„^^^{Di^y'.,x')/k) ^ F-dI„^^^{Di^y.x)/k)- (3.3.3.1) 

Demonstration. Par definition de 7^-£'suicv(^(f,x)/a:)' on se ramene via le theoreme de changement de base de 13.3.21 
au cas oil Y est lisse. Enfin, par l3. 2.121 ce cas a deja ete traite. □ 

Theoreme 3.3.4 (Surconvergence generique de la surholonomie). Soient X une k-variete et Y un ouvert de X tels que 
soit proprement d-plongeable M.1.5\ . Pour tout £ G P'F'\w\io\^'^{y-X)/K)' existe un ouvert dense Y de Y tel 

que 

£17 G f'-£>surcv(2^(y,X)/A-)- 

Demonstration. Cela resulte aussitot de l3.1.T] □ 

On deduit aussitot de l3.3.4l le corollaire suivant : 

CoroUaire 3.3.5. Soitao : {Y',X') — > (Y,X) un t^iorphisme propre de couples de k-varietes proprement d-plongeables. 
Pour tout £ G F-D^^^j.^^{D(^y',x')/k)> existe un ouvert dense Y de Y tel que 

ao+{E)\YeF-Dl,,,iV^Y,x)/K)- 
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